BADANIE STANOW ROWNOWAGI MECHANIZMU
PLASKIEGO O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

Mechanika Techniczna — Cwiczenie 13 *

1 Cel ¢éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest teoretyczne i doswiadczalne wyznaczenie potozeri rownowagi prostego uktadu me-
chanicznego o jednym stopniu swobody oraz okreslenie ich statecznodci.

2 Wprowadzenie

Badany uktad sktada sie z tarczy osadzonej obrotowo na poziomej osi i obcigzanej za pomoca linki
przerzuconej przez krazek, rys. 1.

Rysunek 1: Widok badanego uktadu

Pomiary dokonywane na stanowisku badawczym polegaja na poszukiwaniu polozen réwnowagi uktadu
oraz ocenie ich statecznosci.

Wyniki pomiaréw sa poréwnywane z rezultatami przeprowadzonych obliczenn. W celu teoretycznego
wyznaczenia potozeri rownowagi, definiuje sie energie potencjalna jako funkcje kata obrotu tarczy. Potoze-
nia rownowagi odpowiadaja miejscom zerowym pochodnej tej funkcji. Statecznosé okresla sie na podstawie
znaku drugiej pochodnej. Przy tworzeniu modelu uktadu przyjeto, ze natozone na niego wiezy sa idealne.
Zalozono, ze obciazenia wywotane sg wylacznie przez sity zachowawcze — uwzgledniony jest jedynie wplyw
sit ciezkosci. Sity oporu powstajace w tozyskach tocznych sg pominiete.

3 Teoretyczny opis zjawiska

Rozréznia si¢ trzy rodzaje rownowagi: stala, chwiejng i obojetna.

e Rownowagy stala nazywa sie taki rodzaj rownowagi, przy ktorej uktad po niewielkim wychyleniu
wraca do potozenia rownowagi lub oscyluje wokét niego.

o Rownowaga chwiejng nazywa sie taki rodzaj réwnowagi, przy ktérej dowolnie male wychylenie ciata
powoduje ruch do innego potozenia réwnowagi lub oscylacje wokét niego.
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e Roéwnowaga obojetna nazywa sie taki rodzaj réwnowagi, przy ktorej kazde mate wychylenie uktadu
z zajmowanego polozenia réwnowagi powoduje przejscie uktadu do innego potozenia réwnowagi.

Powyzsze pojecia dobrze ilustruje przyktad twardej kulki umieszczonej na twardym, pofalowanym podtozu
(Rys. 2). W potozeniu 1 niewielkie wychylenie kulki spowoduje powr6t do potozenia rownowagi lub oscyla-
cje wokot niego, co oznacza rownowage stata. W potozeniach 2 dowolnie mate wychylenie kulki spowoduje
ruch do innego polozenia rownowagi, a wiec sa to polozenia réwnowagi chwiejnej. Niewielkie wychylenie
kulki z potozenia 3 spowoduje, ze kulka pozostanie w nowym potozeniu. Jest to wigc réwnowaga obojetna.

Rysunek 2: Ilustracja rodzajow rownowagi: 1 — stata, 2 — chwiejna, 3 — obojetna

W teorii statecznosci potozenie rownowagi statej jest nazywane statecznym polozeniem réw-
nowagi. Niestatecznym polozeniem réwnowagi okresla sie takie potozenie, w ktéorym réwnowaga
uktadu jest chwiejna albo obojetna.

Mozna wykazaé¢ prawdziwosé nastepujacego twierdzenia, noszacego nazwe zasady Dirichleta: Po-
lozenie ukladu materialnego (o wiezach idealnych) znajdujacego sie w zachowawczym polu
sil, w ktérym energia potencjalna osigga minimum, jest polozeniem réwnowagi stalej.

W uktadzie o jednym stopniu swobody do opisu polozenia potrzebna jest tylko jedna wspoirzedna q;.
Energia potencjalna takiego uktadu jest wiec funkeja tej wspohrzednej: V= V(q1). Warunek wystarczajacy
istnienia lokalnego minimum energii potencjalnej (V') uktadu o jednym stopniu swobody jest okreslony
zaleznosciami:

2
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gdzie: g1 — wspotrzedna opisujaca potozenie uktadu, g19 — miejsce zerowe pochodnej energii potencjalne;j.

4 Analiza modelu fizycznego badanego uktadu

4.1 Schemat badanego uktadu

Schemat stanowiska przygotowanego do wykonania é¢wiczenia jest pokazany na rys. 3.

S
4
’ 2
1

5 b
8 ‘\\, o
8 \ :

Y

Rysunek 3: Widok stanowiska badawczego



Badany uklad sklada sie z kwadratowej tarczy (2) zamocowanej poprzez tozysko kulkowe na osi (3)
umocowanej poziomo w pionowej ramie (1). Na lince (4) doczepionej do naroza tarczy i przerzuconej przez
maly krazek (5) zawieszane sa obciazniki (6) i (8). Polozenie tarczy okreslane jest za pomoca katomierza

(7).

4.2 Okreslenie polozenn réwnowagi i badanie ich statecznosci

Rozpatrywany uktad ma jeden stopienn swobody (Rys. 4). Jako wspoétrzedna przyjeto kat ¢ pomiedzy
pionem a krawedzia AB tarczy (tzn. ¢1 = ).

Rysunek 4: Wspotrzedna uogélniona ¢ oraz potozenia sit ciezkosci Q i G

Energie potencjalng uktadu mozna przedstawié nastepujaco:

V=- <Gzt + Z QiZOz‘) (2)

gdzie: G — ciezar tarczy, z; — wspodlrzedna pionowa Srodka ciezkosci tarczy, @Q; — ciezar obciaznika o
numerze ¢, 2g; — jego wspotrzedna pionowa $rodka ciezkodci.

Zgodnie z Rys. 4, kat o pomiedzy pionem a przekatng tarczy przechodzacej przez punkt A wynosi
a=m1—7—p= %7‘(‘ — . Stad wspoélrzedna pionowa $rodka ciezkosci tarczy, mierzona wzgledem srodka
krazka, wynosi:

2 3
2zt = b+a\2[ Ccos <47r—g0> (3)

gdzie: a — dtugos¢ krawedzi tarczy, b — odlegtos¢ miedzy osiami przegubu i krazka.
Aby wyznaczy¢ wspoltrzedne pionowe srodkow ciezkosci kolejnych ciezarkow zg; stosuje sie twierdzenie
cosinusoOw:

zol-:hi+l—\/a2+b2—2abcosg0 (4)

gdzie: [ — dtugosé linki BC, h; — odlegtosé¢ srodka ciezkosci obcigznika od korica linki.

Po uwzglednieniu, ze G = myug oraz QQ; = m;g (g — przyspieszenie ziemskie), wyrazenie na energie
potencjalna otrzymuje sie wstawiajac wzory (3) i (4) do zaleznosci (2). W rezultacie otrzymuje sie energie
potencjalna jako funkcje kata (:

V(p) =— {mt <b+a\fcos <Z7r — (,0)) + Z [mz (hi +1—+a2+b2— 2abcos<p>} }g (5)

Potozenie rownowagi, zgodnie z zasada Dirichleta, jest wyznaczane na podstawie rownania:

dV (y)
dyo

=0 (6)



Oceny stanu réwnowagi dokonuje sie sprawdzajac znak drugiej pochodnej energii potencjalnej. Zat6zmy;,
dav

ze pierwsza pochodna energii potencjalnej dp ma k r6znych miejsc zerowych: @1, s, ..., ¢r. Jedli dla
pewnego potozenia rownowagi ; spetniony jest warunek:
d*V
{ d gp)] >}0 (7)
¥ =i

to ; jest polozeniem réwnowagi stalej.
Przyktadowe wykresy energii potencjalnej i jej pierwszej i drugiej pochodnych dla rozpatrywanego
uktadu sa pokazane na rys. 5. Do obliczen przyjeto nastepujace dane liczbowe:
a=343mm, b = 514mm, [ = 1755mm, g = 9,81 m/s?, m; = 3,16 kg,
my1 = 1,38kg, mo = 0,864 kg, ms = 0,864 kg, m4 = 0,432 kg,
h1 = 60mm, he = 80mm, hz = 100 mm, hy = 110 mm.
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Rysunek 5: Energia potencjalna uktadu oraz jej pierwsza i druga pochodna w funkcji kata ¢, dla wybranej
kombinacji ciezarkéw — WXMAXIMA

5 Numeryczne wyznaczanie potozen réwnowagi i badanie ich statecz-
nosci za pomocg programu WXMAXIMA

Zgodnie z opisem zawartym w sekcji 4, aby wyznaczy¢ polozenia réwnowagi analizowanego ukladu i
sprawdzi¢ ich stateczno$é, nalezy:

e Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji V(¢) opisanej wzorem (5),
e Zmalezé potozenia réwnowagi, czyli miejsca zerowe pochodnej %, a wiec rozwiaza¢ rownanie (6),

e Okresli¢ statecznosé polozen réwnowagi przez sprawdzenie znaku drugiej pochodnej w punktach
réwnowagi.

Program WXMAXIMA jest darmowym, wieloplatformowym systemem CAS (Computer Algebra Sys-
tem) pozwalajacym na wykonywanie obliczen symbolicznych, czyli przeprowadzanie operacji matematycz-
nych na wyrazeniach i wzorach. Ponadto zawiera szereg procedur numerycznych, a wiec metod stuzacych
do rozwigzywania probleméw matematycznych poprzez operacje na liczbach.

Komendy programu zatwierdza sie kombinacjg klawiszy Shift 4+ Enter. Operator dwukropka ,,;” stuzy
do przypisania liczby lub wyrazenia. Operator ,:=" stuzy do przypisania funkcji. Wiersze oznaczane jako
»(%ix)”, gdzie x jest numerem operacji, odpowiadaja poleceniom wpisanym przez uzytkownika. Wiersze
opisane jako ,,(%o0x)” to rezultat zwrdcony przez program WXMAXIMA. Aby powtorzy¢ wszystkie obliczenia
mozna zastosowaé opcje ,,FEvaluate all cells” z menu ,Cell” lub uzy¢ kombinacji klawiszy Ctrl+Shift+R.



W ponizszym przyktadzie zaprezentowane sg obliczenia dla przypadku, gdy podwieszony jest tylko
jeden ciezarek o masie m;. Dla wigkszych obciazenn postepuje sie analogicznie. Pierwszym krokiem po
uruchomieniu programu jest zdefiniowanie energii potencjalnej jako funkcji kata ¢ zgodnie ze wzorem (5):

V(phi) :=—(m_t*(b+ta*sqgrt (2) *cos (3*%pi/4-phi) /2)+m 1*% (h 1+l-sgrt(a~2+b"2-2%a*b¥*cos(phi)))) *g;

+a\;5cos(%f-p)\ \)

)+m1 (hl+l—\fa2+b2+(_2) abcos(tp))})g

(((
V() := \— \mt \b P
Po zdefiniowaniu funkcji V() nalezy obliczy¢ jej pochodne za pomoca procedury diff (f(x),x,n).
Przyjmuje ona trzy argumenty, z ktérych pierwsze dwa sa konieczne, a trzeci opcjonalny. Pierwszy ar-
gument to funkcja, ktérej pochodna jest poszukiwana. Drugi to zmienna wzgledem ktérej ma nastapié
rozniczkowanie. Trzeci, opcjonalny, to rzad pochodnej. W przypadku pominiecia trzeciego argumentu
obliczana jest pierwsza pochodna.

Po obliczeniu wyrazenia pochodnej mozna przypisa¢ ja do wybranej nazwy funkcji za pomocg pro-
cedury define (g (x), £ (x)). Przypisuje ona nowej nazwie g(x), okreslonej pierwszym argumentem,
wyrazenie f(x), zdefiniowane w drugim argumencie. Obliczanie pochodnych funkcji V(y) (pierwszej i
drugiej) w programie WXMAXIMA pokazano ponizej.

g

define (dV_dphi (phi), diff (V(phi), phi));

(am, sin (so— 3%)  abmsin(y) \
V2 I¢2abcoq¢)H¥+a2)

i define (d2V dphi2 (phi), diff (V(phi), phi, 2)):

dV_dphi(go) =g

3m
() (amt COS((P* a ) 2% p? my sin(p)? abmy cos(p) \
d2V dphi2(g):=g - |
_ 3/2 2 2
\/E (72 abcos(ip)ereraz) \/*2 abcos(p)+b +a )

W celu przeprowadzenia obliczen na rzeczywistych danych, nalezy przypisaé¢ wtasciwe wartosci wszyst-
kim parametrom, ktore sa zawarte w funkcji V() oraz jej pochodnych. Wtedy mozliwe jest narysowanie
wykresow V (o), %,% za pomoca procedury plot2d ([f (x),g(x) ], [x,xmin, xmax]). Pierwszym
argumentem procedury plot2d jest lista funkcji, ktorych wykresy maja zostaé¢ naszkicowane. Nastepnie,
w nawiasie kwadratowym, podaje sie nazwe argumentu rysowanej funkcji oraz krance przedziatu, w kto-
rym ma zostaé¢ narysowany wykres. Opcjonalnie, w kolejnych nawiasach kwadratowych, mozna dostosowaé

inne opcje wykresu, np. legende.

a:0.343; b: 0.514; 1: 1.755; g: 9.81; m t: 3.16; m 1: 1.38; h 1: 0.06;
) 0.343
) 0.514
)
)

1.755
9.81
t) 3.16
m 1) 1.38
1) 0.06

plot2d ([V(phi), dV dphi (phi), d2V dphi2(phi)], [phi, 0, 2*%pi],
[legend, "V", "dV/dphi", "d2V/dphi~2"]):
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Rysunek 6: Wykresy V(p), 2, €V WXMAXIMA
y - Wykresy V(p), 5, Gz Wygenerowane za pomoca
Warto dokltadnie przeanalizowaé¢ wykres na Rys. 6. Wida¢ na nim wyraznie, ze miejsca zerowe Cﬁ% zZnaj-

duja sie w tych punktach, gdzie ekstrema funkcji V(¢). Znak drugiej pochodnej % wskazuje wypuklosé
funkcji. Dzieki temu mozna ustali¢ ktore ekstrema V(¢) to minima lokalne, a ktore to maksima lokalne.

Zgodnie z Rys. 9 mozliwe jest zgrubne okreslenie przedzialéw argumentu ¢ w ktérych ‘fl—‘; znajduja sie

miejsca zerowe ‘fl—v. W analizowanym przykladzie jedno z miejsc zerowych pochodnej ¢1 € (1;3), a dru-

gie @y € (4;6). Znacznie dokladniejsze przyblizenie wartosci @1, p2 mozna otrzymaé stosujac procedure
find_root (f(x), x, xmin , xmax). Stuzy ona do numerycznego wyszukiwania miejsc zerowych
funkcji f(z) o argumencie x w przedziale [Zin, Tmaz|. Zastosowanie tej procedury zaprezentowano poni-
zej.

phi 1:find root (dV_dphi (phi), phi, 1, 3):
(phi 1) 1.922761454422127

phi 2:find root (dV_dphi (phi), phi, 4, €);
(phi 2) 4.907873576868534

W ten sposob ustalono, ze w prezentowanym przyktadzie p11 ~ 1.923 (okoto 110°) oraz ¢y ~ 4.908
(okoto 281°). Znajac w przyblizeniu polozenia réwnowagi, mozliwe jest okreslenie ich statecznosci przez
sprawdzanie znaku drugiej pochodnej. W programie WXxMAXIMA, aby otrzymaé warto$é liczbowsa funkcji,
stosuje sie procedure float (sprawdzenie znakéw wartosci drugich pochodnych):



4 float (d2V dphi2 (phi 1)) ;
4.625526440290669

4 float (d2V_dphi2 (phi 2));
~7.728027012717358

Zgodnie z Rys. 6, ‘57‘2/ (p1) > 0 czyli zgodnie z zasada Dirichleta ;1 to potozenie rownowagi statej. Z

drugiej strony ‘57‘2/ (p1) < 0, a wiec 2 to polozenie rownowagi chwiejnej, gdyz odpowiada ono lokalnemu

maksimum energii potencjalnej.

6 Opis stanowiska badawczego i przebiegu pomiaréw

Glowne elementy sktadowe stanowiska badawczego pokazane sa na Rys. 3. Zadawanie roéznych obciazen
tarczy mozliwe jest poprzez przykrecanie dodatkowych obciaznikow (8) do obciaznika wstepnego (6) o
masie m1. Te dodatkowe obciazniki sa oznaczone cyframi 2, 3 oraz 4, a ich masy sg odpowiednio: ms, ms,
my. Kat wychylenia tarczy ¢ okreslany jest za pomoca katomierza (7).

6.1

Przebieg pomiaréow

Po okresleniu polozenn rownowagi za pomocg programu komputerowego, wyniki nalezy zweryfikowaé¢ na
stanowisku eksperymentalnym. Kolejnos¢ czynnosci jest nastepujaca:

1.

Zawiesi¢ na koricu linki obciaznik 1 (obciazniki wstepne, zaznaczone jako A+B), przerzucajac ja
przez bloczek i opuscié ja tagodnie.

Odnalez¢ potozenie réwnowagi trwalej uktadu, a nastepnie odczytaé na katomierzu i zanotowaé w
tabeli 13.1 wartosci skrajne kata ¢, przy ktorych uktad zachowuje rownowage.

Obracajac tarcza poszukaé¢ innych potozenn réwnowagi. W przypadku ich znalezienia zanotowaé
wartosci skrajne kata ¢ i okresli¢ rodzaj réwnowagi.

Uwaga: Ostroznie manewrowaé tarcza, aby nie uderzy¢ sie w reke.

Powtorzy¢ pomiary trzykrotnie. Po trzech pomiarach obliczy¢ lokalizacje polozenia / potozen row-
nowagi jako $rednig ze wszystkich wartosci skrajnych, minimalnych i maksymalnych.

Trzymajac w reku obciaznik wstepny nakreci¢ na $rube (do oporu) obciaznik 2, opusci¢ tagodnie
linke i wykona¢ czynnosci w punktach od 2 do 4.

Nastepnie dokreci¢ obciaznik 3 i postepowac jak opisane powyzej.

Nastepnie dokreci¢ obcigznik 4 i powtorzy¢ opisane wezedniej czynnosci.

7 Opracowanie wynikéw pomiaréw i sprawozdanie

W sprawozdaniu nalezy zamiescié:

a) wypelniona tabele wynikow,

b) obserwacje i wnioski.

8 Pytania sprawdzajace

1.

2.

3.

Co to jest potozenie rownowagi?
Scharakteryzowaé rodzaje rownowagi ciata.

Poda¢ sformutowanie zasady Dirichleta.



SPRAWOZDANIE — TABELA WYNIKOW

Pol. ré6wnowagi Pol. ré6wnowagi
Nr Zalozone Rodzaj
pomiaru | obcigzniki wyniki numeryczne | wyniki eksperymentalne réwnowagi
' Z%{ Pmin | Pmaz 2
[rad] [J/rad?| [rad]
1
2 1 (A+B)
3
4
5 142
6
7
] 14243
9
10
11 1+24+3+4
12
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