WYZNACZANIE OKRESU MALYCH
I DUZYCH WAHAN WAHADLA
FIZYCZNEGO

Cwiczenie 5

1 Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest pomiar okresu wahan wahadta fizycznego i poréwnanie wynikow
uzyskanych z doswiadczenia z rezultatami obliczen teoretycznych. Obliczenia przeprowa-
dzane s analitycznie — na podstawie rozwigzania réwnania opisujacego dowolnie duze
ruchy wahadla (za pomoca calek eliptycznych), catkowania numerycznego jak rowniez
przy wykorzystaniu przyblizonego réwnania ruchu opisujacego mate wahania. Wyniki te
porownywane sg z pomiarami na stanowisku eksperymentalnym.

2 Wprowadzenie

Wahadlem fizycznym nazywa sie ciato sztywne obracajace sie wokol nieruchomej pozio-
mej osi w jednorodnym polu sit ciezkoscil. O$ obrotu nie moze przechodzi¢ przez srodek
ciezkosci wahadta. Analiza ruchu wahadta fizycznego jest klasycznym zadaniem z mecha-
niki. Wahadlo moze by¢ przyktadem z zakresu dynamiki ciata poruszajacego sie ruchem
obrotowym. Dobrze ilustruje ono zastosowanie twierdzenia o ruchu $rodka masy do wy-
znaczania reakcji tozyska ciala poruszajacych sie ruchem obrotowym. Wykorzystywane
jest takze jako przyktad ruchu harmonicznego, drgan harmonicznych.

Majac na uwadze dynamiczne réwnania ruchu ciata mozna — na przykladzie waha-
dta — w krotkim czasie pokazaé jak wyprowadza si¢ réwnania ruchu uktadu przy wy-
korzystaniu réwnan Lagrange’a, a takze, na czym polega linearyzacja modelu matema-
tycznego?. Uwzglednienie oporéw ruchu (tarcie w tozyskach, opor powietrza) komplikuje
rownania ruchu, ale pozwala zilustrowaé szereg innych zjawisk (wygasanie wahari, ruch
quasi-okresowy).

Pomiar okresu wahan ciala wokot okreslonej osi pozwala na doswiadczalne wyzna-
czenie momentu bezwladnosdci ciata wzgledem tej osi (jest to prosta i dokladna metoda
wyznaczania momentu bezwladnosci. W analizie dynamiki maszyn wahadto fizyczne jest
uzywane do modelowania ruchu zawieszonego tadunku (np. w obliczeniach suwnic).

!Bryla sztywna, na ktéra nalozone sa wiezy geometryczne dozwalajace na obrét ciata wokot jed-
nego punktu nosi nazwe wahadla fizycznego. Interesujace sa tez réozne inne rodzaje uktadéw nazywanych
wahadlami — jak na przyklad wahadlo Foucaulta (w rownaniach ruchu wahadla jest uwzglednione przy-
spieszenie Coriolisa wynikajace z ruchu obrotowego Ziemi), wahadlo eliptyczne (to jest takie, ktorego
punkt zawieszenia porusza si¢ ruchem harmonicznym), czy tez wahadla sympatyczne (dwa jednakowe
wahadla matematyczne polaczone sprezyna).

2Chodzi tu o zastapienie nieliniowych réwnan ruchu réwnaniami liniowymi.



3 Podstawowe zaleznosci teoretyczne

Rozpatrywany jest model wahadta (rys. 1) obracajacego sie wokot osi y. Jego potozenie
jest opisane za pomoca kata ¢. Do oznaczenia parametréow ciata uzyte zostaly nastepujace
symbole:

e J, — masowy moment bezwladnosci wzgledem osi wahan (y),
e m — catkowita masa wahadla,

e s — odlegtosé srodka ciezkosci (punktu C') wahadta od osi wahan.

Rysunek 1: Wahadto fizyczne

3.1 Réwnania ruchu wahadta fizycznego

Rownanie ruchu wahadta fizycznego (rys. 5.1) ma postaé
Jyp = —mgssin p. (1)
lub
mgs
Jy

Rownanie o postaci (2) jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym. Analityczne roz-
wigzanie takiego réwnania mozna wyznaczy¢ uzywajac caltek eliptycznych. Taki sposéb
rozwigzania jest omawiany w sekcji 3.3. Réwnanie to moze by¢ tez rozwiazywane na dro-
dze catkowania numerycznego.

Przyjmujac, ze dla matych katéw ¢ funkcje sin ¢ mozna zastapi¢ katem ¢ wyrazonym
w mierze tukowej (sin ¢ ~ ¢), rownanie ruchu wahadla (2) mozna przedstawi¢ w formie

O+

sin p = 0. (2)

mgs

D+ =0. 3
pr e (3)

Ta forma jest liniowym rownaniem rozniczkowym, ktére opisuje ruch wahadta przy ma-
tych wychyleniach (to znaczy nieprzekraczajacych kilku stopni) od polozenia réwnowagi.

Rozwigzaniem ogélnym tego réwnania jest funkcja harmoniczna o postaci

¢ = asin(wet + ap). (4)



3.2 Okres malych wahan wahadtla fizycznego

Funkcja (4) jest funkcja okresowa, o okresie T = i—z, przy czym

mgs
_ . 5
Wo = 7, (5)

Okres wahan wahadla fizycznego dla matych katéw wychylenia jest zatem

: (6)

mgs 9

gdzie: l,eq — jest nazywane dlugoscia zredukowana wahadta (leq = mj—ss) Dlugosé zredu-
kowana dla wahadta fizycznego moze byé przedstawiona w postaci

J, J, 2
lred =L = ye tms - ve + S, (7)
ms ms ms

gdzie J,o oznacza moment bezwladnosci ciala wzgledem osi centralnej (przechodzace]
przez §rodek ciezkosci C'). Przykladowy przebieg funkcji leq(s) jest przedstawiony na
rys. 2 (dla danych wartosci Jyc i m). Funkcja ta ma minimum lokalne, a wiec dla kaz-
dego wahadta fizycznego mozna wyznaczy¢ takie wzajemne polozenie osi obrotu i srodka
ciezkosci, dla ktorego okres drgan 7' osiaga minimum.
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Rysunek 2: Przebieg zmian dtugosci zredukowanej wahadta (l.q) w funkcji odleglosci
srodka ciezkosci wahadta od osi obrotu (s)

Z analizy przebiegu funkcji l,eq = f(s) wynikaja nastepujace wnioski:

e Minimalny okres wahan wahadta fizycznego jest okreslony zaleznosciag

2J,
Tmin =27 vo .
mg

e Minimalnemu okresowi wahan odpowiada minimalna dtugos¢ zredukowana wahadta

J,

yC

lred min — 2 .
m



e Minimalny okres wahan wahadta ma miejsce wtedy, gdy odlegtosé srodka ciezkosci
ciata od osi obrotu wynosi

1 Jyc

Sm = _lred min —
2

m

Jesli odlegtosé s jest rézna od s, (s # s,), to kazdej dtugosci zredukowanej (lyeq >
lred min) Odpowiadaja dwie wartosci odleglosci s (s = s1 1§ = s9, przy czym s1+ S = lyeq),
dla ktorych okres wahan jest jednakowy.

Zatem ciato zawieszone na osi przechodzacej przez punkt O, ma ten sam okres wahan
jak w przypadku osi przechodzacej przez punkt O i nosi nazwe wahadla odwréconego albo
rewersyjnego.

3.3 Okres duzych wahan wahadtla fizycznego — rozwiazanie ana-
lityczne

Roéwnanie ruchu wahadta przy dowolnie duzych wychyleniach ma postaé¢ podana réwna-
niem (1), to znaczy z nieliniowa funkcja sinus ma postac

d2
Jyd—tf = —mgssin p. (8)
Wprowadzajac dtugo$é¢ zredukowana wahadta fizycznego leq = m‘]—;s rownanie ruchu
mozna przedstawi¢ w formie
dp g
— = sin . 9
A2 a7 (9)

Wykorzystujac ponizsza zaleznosé

o dpdp 1d,,
_dpdp _1d 10
" drdr - 2ap ) (10)

rownanie (9) mozna przedstawi¢ jako

d 2g

%(wz) = sin . (11)
Rozdzielajac zmienne
d(w?) = ligd sin @ dy (12)
i catkujac obie strony réwnania otrzymuje sie
w?=— 29 cos ¢ + 2h, (13)

lred

gdzie stata catkowania zostala oznaczona jako 2h (2h = const).

Zaktadajac warunki poczatkowe (dla t = 0) o postaci: (w)i—o = 0, (¢)i—0 = o (rys. 3)
i wyznaczajac dla tych warunkow state catkowania otrzymuje sie
29

l red

2h = COS . (14)



Rysunek 3: Polozenie poczatkowe (pg) i dowolne potozenie (¢) wahadla

Rownanie okreslajace kwadrat predkosci katowej wahadla ma zatem postaé

2 dyp ’ 29
w?=|—] =-—(cosp — cosyy).) (15)
dt lred

Dla wyznaczenia okresu duzych wahan wahadta konieczne jest rozwiazanie réwnania

d 2
% _ i\/l J (cos p — cos ¢y). (16)
red

Roéwnanie to jest rowniez rozwiazywane metoda rozdzielenia zmiennych — stad
dy
\/ 29 (cos ¢ — cos @q)

lred

dt = +

(17)

Catkujac lewa strone w granicach (0,t), a prawa w granicach (g, ¢) otrzymuje sie

lyea [¥ d
t= | 22 Ld . (18)
29 J,y /€COS P — COS g

Poniewaz dla wahadla kat ¢ zmienia sie w granicach (—¢g, +pg), to wyrazenie (cos p—
cos pg) przyjmuje dodatnie wartosci ((cos ¢ — cospg) > 0), a kat w pierwszej fazie ruchu
bedzie malal (rys. 5.3). Nalezy zatem przyja¢ znak minus przed pierwiastkiem

lyea [¥ d
t=— d/‘ Ld . (19)
29 J,, \/COSp — oSy

We wzorze (5.19) mozna wykorzystaé¢ nastepujace tozsamosci:

Cosg0:1—2sin2§, cosg00:1—2sin2% (20)
1 wprowadzi¢ nowa zmienng, 1)
, B sin £ (21)
siny = TR

2



Wyznaczajac rozniczke zupelng wyrazenia (21) otrzymuje sie

1 cos“”

cosy diyp = 3

22
S 2 = o, (22)

stad
sin £ cos ¢

dp =2 di. (23)

L2
COS 5

Stosujac zamiane zmiennych nalezy ustali¢ (na podstawie zaleznodci (21)) nowe granice
catkowania: - dolng (po wstawieniu ¢ = )

™

(Sin ¢)¢:¢o = 17 @@pcho = 57 (24)

- gorna (po podstawieniu ¢ = 0)

(Sin w)SD:O =0, wcp:() = 0. (25)

Uwzgledniajac powyzsze w zaleznosci (19), po przeksztatceniach otrzymuje sie

red
t = 1/ , 26
/ 1—k2s1n (26)

gdzie wprowadzono oznaczenie

k = sin %. (27)

Catka o postaci

[t e

nosi nazwe calki eliptycznej pierwszego rodzaju w postaci Legendre’a. W przypadku, gdy
gorna granica catkowania wynosi 7/2, to omawiana catka jest nazywana calka eliptyczna
zupelna pierwszego rodzaju

K(k)=F (g‘@ - /Oﬁ/2 W (29)

1 — k2sin? )

Nie ma ona rozwigzania na drodze elementarnej. Jej wartosci liczbowe podawane sg
w tablicach calek eliptycznych jako funkcje parametru k.

Poszukiwane rozwiazanie rownania (26), ktore jest rozwiazaniem réwnania ruchu wa-
hadta (5.9) ze wzgledu na zmienna ¢ mozna zatem przedstawi¢ jako

lred
P= ), (30)

Wyznaczony w ten sposob czas t dla kata ¢, zmieniajacego sie w granicach (¢, 0)
odpowiada 1/4 okresu wahan.
Zatem okres duzych wahan wahadla 7 (7 = 4t) jest wyrazony zaleznoscia




W obliczeniach mozna postuzyé¢ si¢ rozwinieciem funkcji K = f(k) w szereg wzgledem

parametru k
1\’ 1-3)\? (2n — 1IN\ °
1 - k2 - - k'4 = k2n
“(g) we () e (B ) o

Ograniczajac sie do kilku pierwszych wyrazéw rozwiniecia (n = 3) i wykorzystujac
(5.29) otrzymuje sie ponizszy wzoér mozliwy do szybkiego wykorzystania praktycznego

K = g (32)

T 1 ©o 9 %o 25 20
K~ = 1+ —sin® == n’ 6= 33

2[+4sm > Teat g T age (33)
Na rysunku 4 poréwnane zostaly wartosci K otrzymane z zaleznosci przyblizonej (33)
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Rysunek 4: Doktadna i przyblizona wartos¢ catki eliptycznej K

Widag¢, ze dla kata wychylenia mniejszego od 80° réznice obu wartosci sa niezauwa-
zalne.

4 Opis stanowiska pomiarowego

Widok stanowiska, na ktérym sa przeprowadzane pomiary okresu wahan wahadla przed-
stawia rys. 5.

Rysunek 5: Widok stanowiska pomiarowego



Zasadnicza czescig stanowiska jest pret (1) umieszczony na poziomej osi. Na precie
mozna mocowa¢ dodatkowe bryly — potwalec (2) lub walec (rys. 6). Wskazowka (3) stuzy
do odczytu kata wychylenia wahadta od pionu. Do osi wahadta zamocowany jest czujnik
optyczny (4) wspolpracujacy z miernikiem uniwersalnym, ktory umozliwia pomiar okresu
wahan.
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Rysunek 6: Wahadtla o r6znych momentach bezwladnosci zaleznych od potozenia dodat-
kowych cial; badane warianty wahadta

4.1 Momenty bezwladnosci wahadta

Okres wahani wahadla fizycznego zalezy od sposobu rozmieszczenia masy wahadta i po-
tozenia osi wahan wzgledem srodka masy. Pomiary okresu wahan sg przeprowadzane dla
kilku wariantow wahadta — rézniacych sie masa i momentem bezwtadnosci (rys. 6). Zmiane
momentu bezwtadnosci wahadta przy zachowaniu niezmienionego polozenia srodka ciez-
kosci wzgledem osi wahan osigga sie przez obrot o 90° bryty mocowanej na precie wahadta.

4.1.1 Wymiary i masy elementéw wahadtla

Pret: [ = 0.540 m, s = 0.25 m, m = 0.922 kg.
Walec: H = 0.15m, R =0.0375 m, ' = 0.008 m, h = 2R = 0.075 m, m = 5.08 kg.
Potwalec: H = 0.04 m, R = 0.066 m, » = 0.008 m, h = R = 0.066 m, m = 2.04 kg.

Rysunek 7: Elementy wahadta o r6znych momentach bezwladnosci zaleznych od potozenia
dodatkowych cial; badane warianty wahadta



4.1.2 Obliczanie momentéow bezwladnosci

Dla kazdego z badanych wariantow wahadta (pokazanych na rys. 6) nalezy wyznaczy¢ jego
moment bezwtadnosci wzgledem osi wahan y. Obliczenie momentu bezwladnosci wzgle-
dem osi wahan y dla wahadla z zamocowang bryta (walcem lub potwalcem) przeprowadza
sie dla aktualnego potozenia bryly (odleglosé Ly na rys. 6). Przy wyznaczaniu momen-
tow bezwtadno$ci nalezy wykorzysta¢ twierdzenie Steinera. Momenty bezwtadnosci preta,
walca i polwalca zostaly podane w Tabeli 1 (w obliczeniach tych wielkosci uwzglednione
zostalo wyciecie walcowe — wywiercony otwor).

Tabela 1: Zestawienie warto$ci momentéw bezwladnosci elementéw wahadla
| Element | m |kg] | Jo [kg m?| | J, [kg m?| | Uwagi — patrz rys. 7 |

pret 0.922 | 80-1073 — o$ & nie jest osia centralna dla preta
walec 5.08 | 3.60-1073 | 11.52- 1073 | osie &, 1 sa osiami centralnymi
potwalec | 2.04 |2.92-1073 | 0.87-1073 | osie &, 1 sg osiami centralnymi

5 Sposbéb przeprowadzenia ¢wiczenia

Zasadnicza czesé ¢wiczenia stanowia pomiary i obliczenia okresu wahan. Dynamiczne réw-
nanie ruchu modelu wahadta z uwzglednieniem oporéw ruchu (w tozyskach, oddziatywanie
powietrza) ma postac
Jyp = M, sign(yp) —mgssin p. (34)
Sity oporu zostaly zredukowane do pary sil o momencie M,. Uzyte w obliczeniach
warto$ci momentu M, odzwierciedlajg rzeczywiste opory ruchu wahadta.

5.1 Wyznaczanie okresu wahan duzych wychylenn wahadta

Przed przystapieniem do pomiaréw nalezy wybraé sposrod przedstawionych w Tabeli 2
(sprawozdanie) warianty, dla ktorych beda przeprowadzone pomiary i obliczenia. Ponizej
omoéwione sa kolejne czynnosci, ktore nalezy wykona¢ podczas realizacji ¢wiczenia.

1. Wiaczy¢ zasilacz optycznego czujnika okresu wahari, miernik czasu i komputer.
2. Przeprowadzi¢ pomiary okresu wahan.
(a) Wychyli¢ pret (bez dodatkowych ciezaréw) o kat 5° i pusci¢ swobodnie (bez
predkosci poczatkowej).

(b) Odczytac¢ wskazanie miernika okresu 7T, i zapisa¢ w Tabeli 2. Pomiary powto-
rzy¢ dla poczatkowych wychylen o warto$ciach 10°, 30° i 45°.

(¢) Zgodnie z planem pomiaréw umocowaé na precie wahadta walec lub potwalec.
Zanotowac¢ odlegtosé Ly (okresli¢ ja na podstawie nacie¢ na precie, wykonanych
co b mm, pierwsze naciecie znajduje si¢ w odleglosci 50 mm od osi wahan).

(d) Wykonaé¢ pomiary dla innych wychyleri poczatkowych i zanotowaé¢ wyniki.

3. Wykorzystujac wzory (27), (31) oraz (33) oraz dowolny arkusz kalkulacyjny wyliczy¢
wartosci okresu dla przypadku teorii drgan nieliniowych.

Po zakoniczeniu ¢wiczenia nalezy zdjaé¢ z preta zamocowana bryte, wylaczyé zasilacz
czujnika, miernik i komputer oraz uporzadkowaé stoisko pomiarowe.



6 Wyniki pomiaréw i sprawozdanie

6.1 Obliczenia pomocnicze

Po zakoriczeniu pomiaréw nalezy obliczy¢ okresy wahan wg teorii liniowej, wzor (6) i
zanotowaé je w Tabeli 2. Nastepnie, dla wybranego wariantu zmodyfikowanego wahadta
wyznaczy¢ minimalny okres wahan i odpowiadajaca mu odlegtos¢ osi wahan od $rodka
ciezkosci (odpowiednie wzory w sekcji 3.2). Poréwnaé¢ otrzymane wyniki z zawartymi
w Tabeli 2, a odnoszacymi si¢ do danego wariantu wahadta; zaznaczy¢ na schemacie
potozenie osi wahan i srodka ciezkosci wahadta.

6.2 Sprawozdanie

W sprawozdaniu nalezy podac:
1. zestawienie wynikow pomiaréw w Tabeli 2 i obliczen teoretycznych,

2. wnioski wynikajace z przeprowadzonych pomiaréw i obliczen,

7 Pytania kontrolne
1. Jaka jest réznica pomiedzy wahadlem fizycznym a wahadtem matematycznym?
2. Co to jest dtugosé zredukowana wahadta fizcznego?
3. Co to jest wahadlo rewersyjne?
4. Wyprowadzi¢ réwnanie opisujace ruch wahadta metoda Newtona-Eulera.
5. Dlaczego rozréznia sie przypadki duzych i matych wychylen wahadta?
6. Czy okres wahan jest zalezny od kata wychylenia wahadta?

7. W jakim przypadku ruch wahadla mozna traktowaé jako ruch harmoniczny?
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Data: Ocena:

Tabela 2: Wyznaczanie okresu malych i duzych wahan wahadla fizycznego — sprawozdanie

masa moment bezwtl. pol. bryty | dt. zred. | odl. OC | wych. pocz. OKRES

. bryta | wahadto bryta wahadto oo teoria eksp.
Wariant Ly lred S
myy mp Je lub J, Jy el Tiin | TN | Teap
[kg] |kg] kgm?] | [kgm?] [m] [m] [m] [s| | Isl | sl
5
10
30
45
5
10
30
45
5
10
30

45

Wariant 1: tylko pret wahadta

Wariant 2: Pret + bryla w ptaszczyznie ruchu wahadta

Wariant 3: Pret + bryla poprzecznie umieszczona do ptaszczyzny ruchu wahadta

Dane studentéw: Wnioski umiesci¢é na odwrocie.



