DRGANIA UKLADU MECHANICZNEGO O JEDNYM
STOPNIU SWOBODY

Mechanika Techniczna — Cwiczenie 11 *

1 Cel ¢éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest obserwacja zjawiska drgan swobodnych i wymuszonych liniowego ukladu mechanicznego o
jednym stopniu swobody oraz do§wiadczalne wyznaczenie czestoéci drgan wlasnych uktadu, a takze zaznajomienie
sie z czujnikami i przyrzadami elektronicznymi stosowanymi w pomiarach wielkosci dynamicznych.

2 Wprowadzenie

Drganiami uktadu mechanicznego nazywamy ruchy wokoét statecznego potozenia réownowagi tego uktadu. Jesli poja-
wia sie w nim sita zwrotna proporcjonalna do wychylenia to drgania nazwane beda harmonicznymi. W szczegolnosci
kazdy sprezysty uklad podlegajacy prawu Hooke’a (na przyklad cialo zawieszone na sprezynie, gietka belka, roz-
ciagliwy drut) moze wykonywa¢ taki ruch.

Umiejetnosé analizy drgan rozmaitych ukladéw ma ogromne znaczenie praktyczne. Cwiczenie to dotyczy bada-
nia drgan prostego liniowego uktadu mechanicznego sktadajacego sie z ciala zawieszonego na sprezynie srubowej
walcowej, ktorej masa jest mata w poré6wnaniu z masa ciala. Badane beda zaréwno drgania swobodne ciata, jak i
takie, ktore wymuszone sa zmienng sita. Pomiary wielkosci charakteryzujacych drgania dokonywane sg na drodze
elektrycznej. Rezultaty pomiaréw beda zbierane w Tabeli 1 (sprawozdanie). Otrzymane na ich podstawie wartosci
czestosci i okresu drgan beda poréwnane z wynikami uzyskanymi z modelu teoretycznego.

3 Teoretyczny opis zjawiska

3.1 Drgania swobodne

Na rysunku 1 jest przedstawiony uklad sktadajacy sie z ciala o masie m zawieszonego na niewazkiej sprezynie
o wspoétczynniku sztywnosci k. Rozwazane sa jedynie przemieszczenia pionowe ciata co oznacza, ze analizowany
uktad ma tylko jeden stopieri swobody: przemieszczenie pionowe, a zachodzacy ruch jest odpowiedzig na zaktdcenie
poczatkowe.
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Rysunek 1: Cialo zawieszone na sprezynie

Jedli przez x oznaczyé wychylenie ciata odmierzane od jego polozenia réwnowagi trwalej, réwnanie ruchu bedzie
mialo postaé

2
mcclle = —kz, (1)
lub po przeksztalceniu
d*z 9
el +a’z =0, (2)
gdzie
k
=4/ (3)

* Autor — K. Januszkiewicz, w: K. Januszkiewicz, J. Grabski: CwiczeNIA LABORATORYJINE z MECHANIKI, Lodz 2008



Takie liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe ma dwa niezalezne rozwiazania typu sinwt i coswt, zatem jego
rozwiazanie ogblne przyjmuje wyglad:
x = Cysinat + Cy cosat. (4)

Inna forma wyrazenia (4) moze by¢ nastepujaca
x = asin(at + @), (5)

przy czym miedzy stalymi zachodza ponizsze zwiazki:

C
a=4/C?+C3, tgcp:é. (6)

Mamy wiec do czynienia z ruchem harmonicznym, ktorego czestosé (kotowa) « jest okreslona wzorem (3), a
poniewaz miedzy czesto$cia drgan a ich okresem istnieje zaleznosé

T = QWﬁ. (8)

W przypadku liniowego uktadu mechanicznego czestosé drgan w (a zatem i okres drgan T') sa okreslone jedy-
nie przez parametry strukturalne uktadu (bezwladnosé oraz sztywnosé) i nie zaleza od warunkéw poczatkowych.
Wspélezynnik a nazywa sie amplituda drgan, natomiast argument (at + ¢) funkcji sinus ich faza. Wartosé¢ poczat-
kowa fazy ¢ jak i amplituda a zaleza od warunkoéw rozpoczecia ruchu, tj. poczatkowego wychylenia z¢o = z(0) i
poczatkowej predkosci &g = %(0). Niezerowa wartos$é przynajmniej jednej z tych wielkosci jest niezbedna aby mogt
wystapi¢ omawiany tu rodzaj drgan.

Dla zadanego wychylenia poczatkowego x( i predkosci poczatkowej &y wychylenie ciala w czasie opisuje naste-

pujaca zaleznosé:
.\ 2
x .
r =4[z + (O?) sin(at + ), (9)

tgp = 2o (10)
axo

to okres tych drgan jest dany wzorem

gdzie

3.2 Drgania wymuszone, zjawisko rezonansu

W przypadku gdy na uktad dziala caly czas jakies zaburzenie w postaci zmiennej sity, albo zadanego ruchu wybra-
nego punktu uktadu (np. punktu zaczepienia sprezyny) mamy wowcezas do czynienia z drganiami wymuszonymi.
Drgania ukladu odbywaja sie z czestoscia wzbudzenia, ktéra moze mie¢ dowolna wartosé niezalezna od jego czestosci
wlasnej.

Rozwazamy drgania uktadu z rys. 1 pod wpltywem harmonicznej sity wymuszajacej o czestosci v oraz amplitudzie
Py. Analizowany obecnie uklad jest przedstawiony na rys. 2.
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Rysunek 2: Uktad o jednym stopniu swobody wzbudzany sitg harmoniczna

Rownanie ruchu ciala o masie m przyjmuje nastepujaca posta¢ rownania roézniczkowego

d2
mﬁf = —kx + Pysinvt, (11)
badz po przeksztatceniach
d? P
Wf + W’z = EO sin vt. (12)



Jest to liniowe réwnanie roézniczkowe niejednorodne, ktérego rozwiazanie jest suma rozwiazania ogblnego row-
nania jednorodnego (nalezacego do drgan swobodnych) i calki szczegolnej réwnania niejednorodnego (opisujacego
ustalone drgania wymuszone). Zakladajac catke szczegolna w postaci

x = Asinvt, (13)
gdzie A oznacza stala podlegajaca wyznaczeniu, rozwiazanie rownania (11) ma postac
x = asin(at + @) + Asinvt. (14)
Podstawiajac (14) do (11) otrzymuje sie zaleznosé wspotezynnika A od czestosci wymuszenia v

A) = — o (15)

m(a? —v2)’

albo po wykorzystaniu zaleznosci (3)
F

k—my?’

A(v) (16)
Stale a oraz ¢ zalezg od warunkéw rozpoczecia ruchu.

Rozwiazanie (14) przestaje by¢ stuszne dla wartosci czestosci sity wymuszajacej, przy ktoérej mianownik we
wzorze (16) bedzie rowny zeru. Wowczas rozwiazanie przyjmuje inna postaé, wobec nieoznaczonosci stalej A.
Stan taki nazywa sie rezonansem, amplituda drgan rosnie w nim z czasem liniowo i zachodzi on gdy czestosé sity
wymuszajacej jest rowna czestodci wlasnej uktadu. Warunek zerowania sie mianownika jest bowiem identyczny z
zaleznoscia (3)

k
Vp=a=14/—,
m
gdzie a — czestosé drgan wlasnych ukladu przedstawionego na rysunku 1, v, — czestosé rezonansowa sity wymusza-
jacej uktadu z rysunku 2.

Przyjmujac, ze amplituda sily wymuszajacej Py = Sv? — gdzie S wspoélczynnik zalezny od parametréow kon-
strukeyjnych urzadzenia drgajacego — wowczas amplituda wychylen ustalonych drgari wymuszonych (wartos$é¢ bez-
wzgledna stalej A) jest nastepujaca:

Sv? S
Al=|——— | = =W, 17
4] m(a? — v2) m (17)
gdzie W — wspotczynnik zwielokrotnienia amplitudy wychylenia
v?/a?
W=|—F—|. 18
= 1e)

Na rysunku 3 jest przedstawiona zaleznos$¢ wspoédlczynnika zwielokrotnienia W od stosunku czestosci sity wymu-
szajacej do czestosci wlasnej uktadu, tj. v/a. Widzimy, ze wspolezynnik zwielokrotnienia jest nieskoniczenie duzy
kiedy czesto$¢ wymuszenia réwna sie czestodci wlasnej uktadu.
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Rysunek 3: Wykres rezonansowy drgan wymuszanych bezwtadnosciowo

Ruch ciala jest w fazie z silg wzbudzajaca dla czestosci v nizszych od «. Po przekroczeniu czestosci rezonansowej
wychylenie ciata odbywa si¢ przeciwnie do zwrotu sity wymuszajace;j.

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadano brak tlumienia drgan. W przypadku obecnosci choéby niewiel-
kiego tlumienia (w praktyce zawsze ma miejsce dyssypacja energii mechanicznej poprzez tarcie lub tez inne opory)
amplituda drgan swobodnych z czesto$cia o zmniejsza sie dosé szybko z czasem i pozostaja jedynie drgania z
czestoscig v, tzw. ustalone drgania wymuszone. Maksimum amplitudy tych drgan odpowiada czestosci sity wymu-
szajacej minimalnie rozniacej sie od czestosci drgan wlasnych. Jesli tylko ttumienie jest niewielkie w poréwnaniu
do jego wartosci krytycznej (ktora to reprezentuje granice miedzy wystepowaniem i nie wystepowaniem oscylacji)
mozna zaniedbaé¢ ttumienie w obliczeniach czestosci wlasnej. Ponadto, w calym zakresie czestosci sity wymuszajacej
wychylenie ciata opdznia sie o pewien kat fazowy wzgledem sity wymuszajace;j.



4 Opis stanowiska badawczego

4.1 Badany obiekt

Widok stanowiska badawczego przedstawiono na rys. 4.

Rysunek 4: Stanowisko badawcze

Stanowisko sktada sie z ramy (1), sprezyny (2), zawieszonego na niej ciata (3) (wibratora bezwladnosciowego),
dwoch prowadnic (4) zapewniajacych pionowy ruch wibratora oraz bezdotykowego czujnika przemieszczeni (5)
rejestrujacego drgania ciata.

Cialo (3) moze by¢ wprawione w pionowy ruch drgajacy w dwojaki sposob:

e poprzez wychylenie ciala z polozenia rownowagi statycznej i gwaltowne zwolnienie,

e wskutek dzialania na niego harmonicznie zmiennej pionowej sity wymuszajacej (uzyskanej po wlaczeniu silnika
wibratora, ktérego widok pokazano na rys. 5).

Rysunek 5: Widok wibratora bezwladnosciowego

Silnik pradu statego (1) o ptynnej regulacji obrotéw napedza, poprzez przektadnie pasows (2), lekkie koto zebate
(4) wspolpracujace z identycznym kotem (5). Na obu kotach, majacych po 35 zebow, sa umocowane w identyczny
sposob (symetrycznie wzgledem $rodkowej plaszezyzny wibratora) jednakowe ciezarki (6) o masie m. = 9 gramow
bardzo malej w poréwnaniu do masy m = 2600 gramoéw calego wibratora. Udzial masy m,. w analizie drgan uktadu
pomijamy w tym sensie, ze przypisuje sie jej tylko znaczenie zrodta sity odsrodkowej. Ciezarki i zaczep sprezyny
srubowej leza w pionowej plaszczyznie wyznaczonej przez osie prowadnic, w ktoérej znajduje sie rowniez Srodek
ciezkosci catego wibratora. Dzieki temu zasadniczym ruchem uktadu sg jego przemieszczenia pionowe. W wyniku
przeciwbieznego ruchu kot powstaja dwie identyczne sity od$rodkowe.
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Rysunek 6: Harmoniczna sita o amplitudzie proporcjonalnej do kwadratu czestosci

Sktadowe poziome sil odsrodkowych wzajemnie sie znosza. Suma sktadowych pionowych obydwu sit odsrodko-
wych opisana jest nastepujaca zaleznoscia

P = 2(m.rv?sinvt) = Pysinvt, (19)
gdzie:
e Py =2m.rv? = Sv? — amplituda sity wymuszajacej,
e m, — masa ciezarka umocowanego mimosrodowo na kole zebatym,
e 1 — odleglo$é¢ ciezarka od osi obrotu kota,
e v — predkos¢ katowa (ustalona) kota zebatego.

Sita wymuszajaca ma staty kierunek pionowy, i jest harmoniczng funkcjg czasu.

4.2 Przyrzady pomiarowe i spos6b wykonywania pomiaréw

Pomiary wielkosci charakterystycznych dla badanego zjawiska dokonuje sie z wykorzystaniem laserowego czujnika
przemieszczenia optoNCDT firmy micro-epsilon oraz oscyloskopu, na ktérym wizualizowany i mierzony jest sygnatl
z czujnika, proporcjonalny do aktualnej wartosci przemieszczenia.

5 Przebieg pomiaréow

Wyznaczenie czestosci (okresu) drgan swobodnych badanego uktadu jest dokonywane w pierwszej kolejnosci

e pomiar przy drganiach swobodnych poprzez wprowadzenie zaklocenia rownowagi statycznej przez wychylenie
ciala z polozenia rownowagi i nagle jego zwolnienie, oraz

e pomiar podczas drgan wymuszonych metoda rezonansows, tzn. przez znalezienie takiej czestosci sity wymu-
szajacej, dla ktorej wystapi najwieksza amplituda drgan.

Dane pomiarowe nalezy zapisywa¢ w odpowiednich kolumnach Tabeli 1.

5.1 Pomiar okresu drgan

Pomiar okresu drgan swobodnych.

1. Wlaczy¢ aparature pomiarows (czujnik laserowy, oscyloskop).

2. Dobraé¢ odpowiednie wzmocnienie kanalu i poziom wyzwalania oscyloskopu.



3. Wtlaczyé podstawe czasu na jednokrotne wyzwalanie.

4. Naciskajac na gorna pokrywe wibratora spowodowaé jego wychylenie do dotu o okoto lem. Szybko zwolnié
nacisk.

5. Na zarejestrowanym na oscyloskopie przebiegu drgan wyznaczy¢ ich okres przy pomocy kursoréw.
6. Powtorzy¢ pomiar trzykrotnie.

Pomiar czestosci rezonansowej drgan wymuszonych

1. Wiaczyé¢ dodatkowo regulator predkosci obrotowej silnika wibratora, czesto$ciomierz, zasilacz czujnikow
optycznych predkosci obrotowej i fazy.

2. Do drugiego kanatu oscyloskopu dotaczyé sygnatl z czujnika fazy.
3. Wtlaczyé automatyczne wyzwalanie podstawy czasu.

4. Zwieksza¢ powoli predkosé obrotows silnika (czyli czesto$é wymuszenia drgan) pokretlem regulatora predkosci
celem znalezienia rezonansu. Nalezy jednocze$nie obserwowaé¢ ruch ukladu, przebieg wykresu na ekranie
oscyloskopu oraz wskazania czestosciomierza. O tym, ze uklad znajduje sie w rezonansie $wiadczy¢ bedzie
polozenie impulsu z czujnika fazy i najwicksza wysokos¢ sygnatu z czujnika drgan.

5. W tych warunkach nalezy dokonaé¢ pomiaru czestosci sity wymuszajacej poprzez zarejestrowanie przebiegu
drgan na oscyloskopie i pomiar za pomoca kursorow. Uwaga! Nie utrzymywaé¢ ukltadu zbyt dlugo w
rezonansie.

6. Powtorzy¢ powyzszy pomiar kilkakrotnie. W tym celu nalezy obroci¢ nieznacznie (w prawo lub w lewo) po-
kretto regulatora predkosci silnika (aby odstroi¢ uktad — wyjsé z rezonansu) i nastepnie dostroié¢ go ponownie.

7. Zatrzymad silnik (pokrettem potencjometru) i wylaczyé wszystkie przyrzady pomiarowe i zasilacze.



Instrukcja obstugi oscyloskopu DS 1102D
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. W sekcji VERTICAL na plycie czolowej oscyloskopu, wlaczy¢ oba kanaly przyciskami CH1 i CH2 (powinny
by¢ podswietlone). W kanale, do ktorego doprowadzony jest sygnal z czujnika drgan, np. czujnika laserowego
(CH1), ustawi¢ sprzezenie zmiennopradowe sygnatu wejsciowego przyciskiem rozwijanego na ekranie menu (z
prawej strony ekranu): CH1 — Coupling — AC. W celu redukcji zaklocen na ekranie, wlaczyé ograniczenie
pasma kanalu: BW Limit — ON. Usuwanie rozwijanego na ekranie menu — przyciskiem MENU ON/OFF
(obok prawego gornego rogu ekranu).

. Podobnie dla drugiego kanatu (CH2) — sygnal z czujnika predkosci, ustawi¢ sprzezenie statopradowe: CH2 —
Coupling — DC.

W sekcji TRIGGER ustawi¢ w rozwijanym na ekranie menu, rodzaj wyzwalania podstawy czasu na Auto
(uktad akwizycji pracuje nawet przy braku impulséw wyzwalajacych): MENU — Sweep — Auto.

. Podczas obracania sie silnika wibratora i przy wtaczonym czujniku laserowym drgan, ustawi¢ w sekcji VER-
TICAL odpowiednie wspotczynniki odchylania w osi pionowej i polozenie przebiegéw na ekranie pokrettami
SCALE i POSITTION. Wstepnie mozna ustawi¢ 100 mV dla czujnika laserowego i 5.00 V dla czujnika predkosci
(wyswietlane w dolnej czesci ekranu).

W sekcji HORIZONTAL ustawi¢ odpowiednia, predko$é podstawy czasu pokrettem SCALE, wy$wietlang na
dole ekranu. Wstepnie mozna ustawié¢ Time 100.0 ms (tzn. 100 ms/dziatke).

Przyciskiem RUN/STOP mozna zatrzymaé, powtarzaé¢ lub kontynuowaé wyswietlanie przebiegu. Na zatrzy-
manych przebiegach mozna przeprowadzi¢ pomiary.

Pomiar okresu (czestotliwosci) przy pomocy kursorow.

e nacisna¢ przycisk Cursor w sekcji MENU na plycie czotowej oscyloskopu.

e ustawié tryb reczny pomiaréw kursorowych: Mode — Manual.

e przyciskiem Type ustawié kursory czasowe X .

e obrotem pokretta wielofunkcyjnego ustawi¢ kursor A na szczycie przebiegu.

e obrotem pokretla wielofunkcyjnego ustawié¢ kursor B na kolejnym szczycie przebiegu. Zmiana kursorow
A, B lub AB - przez kolejne wcisniecie pokretta wielofunkcyjnego. U gory ekranu mozna odezytaé odstep
czasu (AX) i czestotliwosc.

Pomiar automatyczny okresu lub czestotliwosci: MENU — Measure - ustawié¢ zré6dlo mierzonego sygnatu
przyciskami: Measure — Source — CHI. - wybra¢ pokrettem pomiar okresu lub czestotliwosci: Time —
Period lub Time — Freq. - na ekranie wyswietlany jest wynik pomiaru.

W przypadku trudnosci z uzyskaniem stabilnego obrazu na ekranie, wcisnaé¢ przycisk AUTO w sekcji RUN
CONTROL i powtérzy¢ czynnosci 1 do 7 (8).

Opracowanie wynikéw pomiaréw i sprawozdanie

Po zakoiiczeniu pomiaréw nalezy przystapi¢ do wykonywania obliczenn niezbednych do wypelnienia wszystkich
rubryk Tabeli 1 oraz okreslenia niepewnosci pomiaréw. Potrzebne do obliczeri wartosci masy m, stalej sprezyny c
dostepne sa w dokumentacji stoiska.

Wszelkie wyniki obliczeri zaokragli¢ biorac pod uwage niedoskonatosé doswiadczenia. Nalezy pamietac¢, ze nie ma
potrzeby byé¢ bardzo doktadnym, opisujac wlasna niedoktadnosé. W szczegolnosci niepewnosci i réznice procentowe
obliczaé¢ z doktadnoscia do jednej lub najwyzej dwoch cyfr znaczacych. Wynik koncowy winien by¢ tak zaokraglony,

aby

rzad jego ostatniej cyfry znaczacej byl taki sam, jak rzad niepewnosci. Niepewnos$é nie moze byé wyznaczona

z wieksza dokladno$cia niz sama wielkos$é, ktorej ona dotyczy.



6.1 Niepewno$ci pomiaréw

Nalezy okresli¢ niepewnosci ug przypadkowe standardowe pomiaru okresu drgan T oraz czesto$ci wlasnej a. Do
obliczenia niepewnosci pojedynczego pomiaru stosuje sie nastepujace wzory, dla okresu po lewej oraz czestotliwosci

po prawej:
n 2
\/Zz 1 T TO) albo uO(f) — Zi:l (f’b — Oéo) (20)

n—1 n—1

gdzie wartosé $rednia jest okreslona zaleznoscia

1 n 1 n
Ty =— Z;Ti albo ap = ;fi. (21)
Niepewno$¢ wartosci sredniej
T
u(T) = uo(T) albo u(f) = uo(/) . (22)

Niepewnoéci czestosdci wlasnej oblicza sie ze wzoru:

1

T2 u(T) albo u(a) = 2mu(f). (23)

u(a) = 2n—
gdzie wartodé liczby 7 nalezy przyja¢ z dokladnoscia o jeden rzad wieksza niz niepewnos$é okresu.

6.2 Sprawozdanie

Sprawozdanie ma zawiera¢: obliczenia niepewnosci pomiaréw okresu lub czestotliwosci, wyniki pomiaru okresu
drgan zapisane w postaci: (To = u(T)) [jednostka], wyniki pomiaru czestosci wlasnej zapisane w postaci: (g +u(a))
[jednostka], obserwacje i wnioski.

Pytania kontrolne
1. Drgania — objasni¢ zjawisko; wymieni¢ podstawowe wielkosci je charakteryzujace.
2. Wyjasni¢ podstawe napisania réwnania (1).
3. Opisaé prosty ruch harmoniczny: podaé kilka przyktadow, wyjasnié¢ jego nazwe.
4. Objasni¢ pojecia: drgania swobodne, drgania wymuszone, drgania ttumione.
5. Podaé¢ praktyczne powody, dla ktérych wazna jest znajomo$é czestosci wlasnych uktadu.

6. Objasni¢ zjawisko rezonansu.



LABORATORIUM
MECHANIKI
TECHNICZNEJ

Cwiczenie 11
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Grupa:
p data

Zespot:

Imie i nazwisko:
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Wyniki pomiaréw i obliczen

Masaciatam =............ kg stala sprezyny k= ...

Tabela 1: Wyniki pomiaréw i obliczen

Pomiar

drgania swobodne

drgania wymuszone

poj. okres

§r. z 10 okr.

poj. okres

T [

T [

T [s]

6

wartos¢ Srednia eksp. [1-6]  Teksp

niepewnos¢ $redniej okresu, (22) u(T)

teoretyczna wartosé¢ okresu, (8) Tieor

czestosé wlasna $r., zmierzona o ksp = TQT’T [rd/s]
eksp

czestosé wlasna, teoretyczna, (3) a = /£ [rd/s]

wzgl. réznica czestosci A = =C<ker 100 (%)
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