WYZNACZANIE OKRESU MALYCH I DUZYCH
WAHAN WAHADYA FIZYCZNEGO

Mechanika Techniczna — Cwiczenie 5 *

1 Cel ¢éwiczenia

Celem jest pomiar okresu wahan wahadla fizycznego i poréwnanie wynikéw uzyskanych z do$wiadczenia z rezul-
tatami obliczen teoretycznych. Obliczenia przeprowadzane sa analitycznie — na podstawie rozwiazania réwnania
opisujacego dowolnie duze ruchy wahadla (za pomocy calek eliptycznych), caltkowania numerycznego jak réowniez
przy wykorzystaniu przyblizonego réwnania ruchu opisujacego mate wahania. Wyniki te poréwnywane sa z pomia-
rami na stanowisku eksperymentalnym.

2  Wprowadzenie

Wahadtem fizycznym nazywa sie ciato sztywne obracajace sie wokot nieruchomej poziomej osi w jednorodnym polu
sit ciezkoscil. O§ obrotu nie moze przechodzi¢ przez érodek ciezkosci wahadla. Analiza ruchu wahadla fizycznego
jest klasycznym zadaniem z mechaniki. Wahadlo moze byé¢ przyktadem z zakresu dynamiki ciala poruszajacego sie
ruchem obrotowym. Dobrze ilustruje ono zastosowanie twierdzenia o ruchu srodka masy do wyznaczania reakcji
tozyska ciata poruszajacych sie ruchem obrotowym. Wykorzystywane jest takze jako przyktad ruchu harmonicznego.

Majac na uwadze dynamiczne réwnania ruchu ciala mozna pokazaé jak wyprowadza si¢ réwnania ruchu uktadu
przy wykorzystaniu réwnan Lagrange’a, a takze, na czym polega linearyzacja modelu matematycznego?. Uwzgled-
nienie oporéw ruchu (tarcie w tozyskach, opor powietrza) komplikuje rownania ruchu, ale pozwala zilustrowaé szereg
innych zjawisk (wygasanie wahan, ruch quasi-okresowy). Pomiar okresu wahan ciata wokot okreslonej osi pozwala
na doswiadczalne wyznaczenie momentu bezwladnosci ciata wzgledem tej osi (jest to prosta i doktadna metoda
wyznaczania momentu bezwtadnosci. W analizie dynamiki maszyn wahadto fizyczne jest uzywane do modelowania
ruchu zawieszonego tadunku (np. w obliczeniach suwnic).

3 Podstawowe zaleznosci teoretyczne

Rozpatrywany jest model wahadla (rys. 1) obracajacego sie wokot osi y. Jego polozenie jest opisane za pomocg
kata (. Do oznaczenia parametrow ciala uzyte zostaly nastepujace symbole:

e J, — masowy moment bezwtadnosci wzgledem osi wahan (y),
e m — calkowita masa wahadla,

e s — odlegtosé srodka ciezkosci (punktu C') wahadta od osi wahan.
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Rysunek 1: Wahadto fizyczne

*Autor — B. Mianowski, w: K. Januszkiewicz, J. Grabski: CwIczZENIA LABORATORYJNE z MECHANIKI, E6dz 2008

1Bryla sztywna z nalozonymi wiezami geometrycznymi umozliwiajace na obrét ciata wokoél jednego punktu nosi nazwe wahadla
fizycznego. Interesujace sa tez roézne inne rodzaje ukladéw nazywanych wahadlami — jak wahadlo Foucaulta (w réwnaniach ruchu
wahadta jest uwzglednione przyspieszenie Coriolisa wynikajace z ruchu obrotowego Ziemi), wahadlo eliptyczne (tu punkt zawieszenia
porusza sie ruchem harmonicznym), czy tez wahadla sympatyczne (dwa jednakowe wahadla matematyczne polaczone sprezyna).

2Chodzi tu o zastapienie nieliniowych réwnan ruchu réwnaniami liniowymi.



3.1 Réwnania ruchu wahadtla fizycznego
Rownanie ruchu wahadta fizycznego (rys. 5.1) ma postaé

Jyp = —mgssinp. (1)
lub

. mgs
¢+
Yy

sinp = 0. (2)

Rownanie o postaci (2) jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym. Analityczne rozwigzanie takiego rownania
mozna wyznaczy¢ uzywajac caltek eliptycznych. Taki sposob rozwigzania jest omawiany w sekcji 3.3. Roéwnanie to
moze by¢ tez rozwiazywane na drodze catkowania numerycznego.

Przyjmujac, ze dla malych katow ¢ funkcje sin ¢ mozna zastapic¢ katem ¢ wyrazonym w mierze tukowej (sin ¢ ~
©), rownanie ruchu wahadla (2) mozna przedstawi¢ w formie

mgs

®+ 7,

¢ =0. (3)

Ta forma jest liniowym réwnaniem rézniczkowym, ktore opisuje ruch wahadla przy matych wychyleniach (to zna-
czy nieprzekraczajacych kilku stopni) od potozenia rownowagi. Rozwiazaniem ogélnym tego rownania jest funkcja
harmoniczna o postaci

» = asin(wot + ap). (4)

3.2 Okres malych wahann wahadtla fizycznego
Funkcja (4) jest funkcja okresowa, o okresie T = i—’or, przy czym

mgs

wo = .
J
Y

Okres wahan wahadla fizycznego dla malych katéw wychylenia jest zatem

T—on | v —on lred, (6)
\/ mgs \ 9
J

gdzie: lyoq — jest nazywane dtugoscia zredukowana wahadta (I,eq = T ). Dlugosé zredukowana dla wahadta fizycz-
nego moze by¢ przedstawiona w postaci

2
log = Qv = Jvetms™ _ Jye o (7)
ms ms ms
gdzie Jyc oznacza moment bezwladnosci ciala wzgledem osi centralnej (przechodzacej przez srodek ciezkosci C).
Przyktadowy przebieg funkcji l,eq(s) jest przedstawiony na rys. 2 (dla danych wartosci Jy¢ i m). Funkcja ta ma
minimum lokalne, a wiec dla kazdego wahadla fizycznego mozna wyznaczy¢ takie wzajemne potozenie osi obrotu i
srodka ciezkosci, dla ktorego okres drgan 7' osiaga minimum.
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Rysunek 2: Przebieg zmian dtugosci zredukowanej wahadta (I;eq) w funkeji odleglosci srodka ciezkosci wahadta od
osi obrotu (s)

Z analizy przebiegu funkcji l;eq = f(s) wynikaja nastepujace wnioski:



e Minimalny okres wahan wahadla fizycznego jest okreslony zaleznoscia

[2J,
Tmin =27 7:[/0 .
mg

e Minimalnemu okresowi wahari odpowiada minimalna dlugo$é¢ zredukowana wahadta

Jyc
Y

lred min = 2 .
m

e Minimalny okres wahan wahadta ma miejsce wtedy, gdy odleglosé srodka ciezkosci ciata od osi obrotu wynosi

1 Jyo

Sm = ilred min — W
Jesli odlegtosé s jest rozna od s,, (s # sm), to kazdej dtugosci zredukowanej (lreq > lred min) 0dpowiadaja dwie
wartosci odleglosci s (s = s1 1 8 = s9, przy czym s1 + S2 = lyeq), dla ktorych okres wahan jest jednakowy.
Zatem cialo zawieszone na osi przechodzacej przez punkt Os ma ten sam okres wahan jak w przypadku osi
przechodzacej przez punkt O i nosi nazwe wahadla odwroconego albo rewersyjnego.

3.3 Okres duzych wahan wahadla fizycznego — rozwigzanie analityczne

Rownanie ruchu wahadta przy dowolnie duzych wychyleniach ma postaé¢ podang rownaniem (1), to znaczy z nieli-
niowg funkcja sinus ma postaé

d2
Jyﬁf = —mgssin p. (8)
Wprowadzajac dhugosé zredukowana wahadta fizycznego leq = n;];s roéwnanie ruchu mozna przedstawi¢ w formie
e g
TR 9)

Wykorzystujac ponizsza zaleznosé
d? d dw d d; 1d
i:ﬁ:ﬂﬁzﬂw:,i(oﬂ)’ (10)
dt? dt dedt dp 2 dyp

rownanie (9) mozna przedstawié¢ jako

d 2
%(oﬂ) = lmgd sin . (11)
Rozdzielajac zmienne
2
d(w?) = i 9 sin p dyp (12)
red
i calkujac obie strony réwnania otrzymuje sie
2
w? = ; J cos ¢ + 2h, (13)
red

gdzie stala calkowania zostala oznaczona jako 2h (2h = const).
Zaktadajac warunki poczatkowe (dla t = 0) o postaci: (w)i=o = 0, (¢)t=0 = ®o (rys. 3) i wyznaczajac dla tych
warunkow stale catkowania otrzymuje sie

2
oh = =4 €OS . (14)
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Rysunek 3: Potozenie poczatkowe () i dowolne potozenie (¢) wahadla



Rownanie okreslajace kwadrat predkosci katowej wahadla ma zatem postac

dp\*> 2
w? = ((;f) = lrjd (cos p — cos ¢p).)

Dla wyznaczenia okresu duzych wahan wahadla konieczne jest rozwiazanie réwnania

d
¥ _4 9 V/2(cos p — cos pp).
dt lred

Roéwnanie to jest rowniez rozwiazywane metoda rozdzielenia zmiennych — stad

g dp

dt = .
lred /2(cos p — cos ¢o)

Calkujac lews strone w granicach (0,t), a prawa w granicach (¢g, @) otrzymuje sie

Zred ® d(p

29 J,, V/COS@ —COS Qg

t==+

(16)
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Poniewaz dla wahadla kat ¢ zmienia sie w granicach (—pg,+po), to wyrazenie (cosy — cospg) przyjmuje
dodatnie wartosci ((cos¢ — cospg) > 0), a kat w pierwszej fazie ruchu bedzie malal (rys. 5.3). Nalezy zatem

przyja¢ znak minus przed pierwiastkiem

lred / d@
t=— .
29 Jpy \/2(cos ¢ — cos pp)

We wzorze (5.19) mozna wykorzystaé nastepujace tozsamosci:

. . 0
cos<p:1—2sm2§, 005@0:1—281112('0—
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sinYy = oo

Wyznaczajac rozniczke zupelna wyrazenia (21) otrzymuje sie
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Stosujac zamiane zmiennych nalezy ustali¢ (na podstawie zaleznosci (21)) nowe granice catkowania:

- dolng (po wstawieniu ¢ = ¢g)

sin £0
. 2
=2
() pmp = ooty =
stad
™
wcpztpo = 57
- gorna (po podstawieniu ¢ = 0)
0
(sine))p—o S 22 ,
a wiec
(¥)p=0 = 0.

Uwzgledniajac powyzsze w zaleznosci (19), po przeksztatceniach otrzymuje sie

+ = red/
V \/1 sm2 = sin? w

600
k= —
sin 5

wprowadzajac oznaczenie



mamy

_ lrcd /0 d’l/} (30)
V 9 Jas2 \/1 —siHQ%sin%/)

/ 1- k:2 sin? (31)

nosi nazwe catki eliptycznej pierwszego rodzaju w postaci Legendre ‘a. W przypadku, gdy gérna granica catkowania
wynosi 7/2, to omawiana calka jest nazywana catkq eliptyczng zupetng pierwszego rodzaju

71' v dy
k)= —_— =K. 32
) /0 1 — k2sin?y (32)

Nie ma ona rozwiazania na drodze elementarnej. Jej wartosci liczbowe podawane sg w tablicach calek eliptycznych
jako funkcje parametru k. Poszukiwane rozwiazanie rownania (26), ktore jest rozwiazaniem rownania ruchu wahadta
(9) ze wzgledu na zmienna ¢ mozna zatem przedstawi¢ jako

Calka o postaci

lred
t= K. 33
P (33)

Wyznaczony w ten sposoéb czas t dla kata ap, zmieniajacego sie w granicach (pg,0) odpowiada 1/4 okresu wahari.
Zatem okres duzych wahan wahadla 7 (7 = 4¢) jest wyrazony zaleznoscia

T= 4K,/ hed 4K,/ Ty (34)

W obliczeniach mozna postuzy¢ sie rozwinieciem funkeji K = f(k . (29), w szereg wzgledem parametru k

1+(;>2k2+<;i)2k4+«~+(W>2k2”+...]. (35)

Ograniczajac sie do kilku pierwszych wyrazéw rozwiniecia (n = 3) i wykorzystujac (29) otrzymuje sie ponizszy
wzor mozliwy do szybkiego wykorzystania praktycznego

K =

s
2

(36)
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Na rysunku 4 pordéwnane zostaly wartosci K otrzymane z zaleznosei przyblizonej (33) i scistej.
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Rysunek 4: Doktadna i przyblizona warto$¢ calki eliptycznej K

Widag, ze dla kata wychylenia mniejszego od 80° réznice obu wartosci sa niezauwazalne.

4 Opis stanowiska pomiarowego

Widok stanowiska, na ktorym sa przeprowadzane pomiary okresu wahan wahadta przedstawia rys. 5.



Rysunek 5: Widok stanowiska pomiarowego

Zasadniczg czeScia stanowiska jest pret (1) umieszczony na poziomej osi. Na precie mozna mocowaé dodatkowe
bryly — potwalec (2) lub walec (rys. 6). Wskazowka (3) stuzy do odczytu kata wychylenia wahadla od pionu. Do
osi wahadla zamocowany jest czujnik optyczny (4) wspolpracujacy z cyfrowym miernikiem czasu, ktory umozliwia
pomiar okresu waharni.

a) b) c) d)
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Rysunek 6: Konfiguracje wahadlta o r6znych momentach bezwtadnosci zaleznych od potozenia dodatkowych bryt

4.1 Momenty bezwladnosci wahadta

Okres wahan wahadta fizycznego zalezy od sposobu rozmieszczenia masy wahadta i polozenia osi wahan wzgledem
$rodka masy. Pomiary okresu wahan sa przeprowadzane dla kilku wariantow wahadla — rozniacych sie masa i mo-
mentem bezwladnosci (rys. 6). Zmiane momentu bezwladnosci wahadta przy zachowaniu niezmienionego polozenia
srodka ciezkosci wzgledem osi wahari osiaga sie przez obrét o 90° bryly mocowanej na precie wahadta.

4.1.1 Wymiary i masy elementéw wahadta

Pret m=0922kg | [=0540m | s=0.2m
Walec m=508kg | H=0.15m | R=0.0375m | " =0.008 m | h =2R = 0.075 m
Potwalec | m=2.04kg | H=0.04m | R=0.066m | r=0.008m | h=R=0.066m

Rysunek 7: Elementy wahadla o réznych momentach bezwtadnosci



4.1.2 Obliczanie momentéw bezwladnosci

Dla kazdego z badanych wariantéw wahadla (pokazanych na rys. 6) nalezy wyznaczy¢ jego moment bezwladnosci
wzgledem osi wahari y. Obliczenie momentu bezwtadnosci wzgledem osi wahan y dla wahadla z zamocowana
bryla (walcem lub polwalcem) przeprowadza sie dla aktualnego polozenia bryly (odleglos¢ Ly na rys. 6). Przy
wyznaczaniu momentéw bezwladnosci nalezy wykorzystaé twierdzenie Steinera, J = Jo + mL3, gdzie Jo = I¢
lub J,. Momenty bezwladnosci preta, walca i potwalca zostaly podane w Tabeli 1 (w obliczeniach tych wielkosci
uwzglednione zostalo wyciecie walcowe — wywiercony otwor).

Tabela 1: Zestawienie warto$ci momentéw bezwladnosci elementéw wahadla
| Element | m [kg] | Je [kg m?] | J, kg m?| | Uwagi — patrz rys. 7
pret 0.922 | 80-1073 — 0§ £ nie jest osig centralng dla preta
walec 5.08 | 3.60-1073 | 11.52-1073 | osie &, 7 sa osiami centralnymi
potwalec | 2.04 | 2.92-1073 | 0.87-103 | osie &, 7 s osiami centralnymi

5 Sposbéb przeprowadzenia é¢wiczenia

Zasadnicza czesé ¢wiczenia stanowia pomiary i obliczenia okresu wahan. Przed przystapieniem do pomiaréw nalezy
wybraé sposrod przedstawionych w Tabeli 2 (sprawozdanie) warianty, dla ktorych beda przeprowadzone pomiary i
obliczenia. Ponizej omoéwione sa kolejne czynnosci, ktore nalezy wykonaé¢ podczas realizacji ¢wiczenia.

1. Wtiaczyé zasilacz optycznego czujnika okresu drgan potaczonego z miernikiem czasu.

2. Ztozy¢ wahadlo wedlug podanych nizej wariantow:
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Rysunek 8: Konfiguracja wahadla o r6znych momentach bezwladnosci

3. Przeprowadzi¢ pomiary okresu wahari.
4. Wychyli¢ pret (bez dodatkowych ciezaréow) o kat 5° i pudci¢ swobodnie (bez predkosci poczatkowej).

5. Odczyta¢ wskazanie miernika okresu T, i zapisa¢ w Tabeli 2. Pomiary powtérzy¢ dla poczatkowych wychyleii
o wartosciach 10°, 30° i 45°.

6. Zgodnie z planem pomiaréw umocowac na precie wahadla walec lub potwalec. Zanotowaé odlegtosé Lo (okre-
§li¢ ja na podstawie nacie¢ na precie, wykonanych co 5 mm, pierwsze naciecie znajduje sie w odlegtosci 50
mm od osi wahan).

7. Wykonaé¢ pomiary dla innych wychylenn poczatkowych i zanotowaé¢ wyniki.

8. Wykorzystujac wzory (27), (31) oraz (33) oraz dowolny arkusz kalkulacyjny wyliczy¢ wartosci okresu dla
przypadku teorii drgani nieliniowych.

9. Poréwnaé je z obliczonymi ze wzoréw teoretycznych.

Po zakoniczeniu ¢wiczenia nalezy zdjaé z preta zamocowana bryte, wylaczy¢ zasilacz czujnika, miernik i komputer
oraz uporzadkowaé stoisko pomiarowe.



5.1

Obliczenia pomocnicze

Po zakoriczeniu pomiaréw nalezy obliczy¢ okresy wahan wg teorii liniowej, wzor (6) i zanotowaé je w Tabeli 2.
Nastepnie, dla wybranego wariantu zmodyfikowanego wahadla wyznaczy¢ minimalny okres wahan i odpowiadajaca
mu odlegtosé¢ osi wahan od $rodka ciezkosci (odpowiednie wzory w sekcji 3.2). Poréwnaé otrzymane wyniki z
zawartymi w Tabeli 2, a odnoszacymi sie do danego wariantu wahadta; zaznaczyé na schemacie polozenie osi
wahan i §rodka ciezkosci wahadta. W sprawozdaniu nalezy podaé: zestawienie wynikéw pomiaréw w Tabeli 2 i
obliczen teoretycznych, wnioski wynikajace z przeprowadzonych pomiaréw i obliczen,

Pytania kontrolne

1.
2.

Jaka jest roznica pomiedzy wahadlem fizycznym a wahadlem matematycznym?
Co to jest dtugosé zredukowana wahadla fizycznego?
Co to jest wahadlo rewersyjne?

Wyprowadzi¢ réwnanie opisujace ruch wahadta metoda Newtona-Eulera.

. Dlaczego rozroznia sie przypadki duzych i maltych wychyleri wahadta?

Czy okres wahan jest zalezny od kata wychylenia wahadla?

W jakim przypadku ruch wahadla mozna traktowaé jako ruch harmoniczny?
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Wyznaczenie wartosci okresu matych i duzych wahan wahadla fizycznego

masa moment bezwl. wzgl. osi obr. pot. bryty. | l-red. | odl. O-SC wychyl. wst. OKRES
pret bryla pret bryta J = Joc +mL3 o) teoria eksp.
Wariant Ly lred s
mp mp | Je | Jy Jy . Trin K TNonLin Teap
kel | Ikel | [kem?] [kgm?] B fm] e g g
X X X 5
X X X 10 X
X X X 30 X
X X X 45 X
5
10 X
30 X
45 X
5
10 X
30 X
45 X

Wariant 1: tylko pret wahadla;

Wariant 2: Pret + bryla w plaszczyznie ruchu wahadta

Wariant 3: Pret + bryla poprzecznie umieszczona do

ptaszczyzny ruchu wahadta

pret m=0922kg | [=0540m | s=0.25m Jo = 80.0- 1073 kgm? o$ ¢ nie jest osia centralna
walec m=>508kg | H=015m | R=0.0375m | v’ =0.008 m | h=2R=0.075m | J, = 11.52- 103 kgm? | Je = 3.60 - 10~3 kgm? | osie &, 7 sa osiami centralnymi
potwalec | m = 2.04 kg H=0.04m | R=0.066 m r=0.008m | h=R=0.066m Jp =292 103 kgm? Je = 0.87- 1073 kgm? | osie £, 1 sa osiami centralnymi
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