BADANIE STANOW ROWNOWAGI MECHANIZMU
PEASKIEGO O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

Mechanika Techniczna — Cwiczenie 13 *

1 Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest teoretyczne i doswiadczalne wyznaczenie potozen réwnowagi prostego ukltadu mechanicznego
o jednym stopniu swobody oraz okreslenie ich statecznosci.

2 Wprowadzenie

Badany uktad sktada sie z tarczy osadzonej obrotowo na poziomej osi i obciazanej za pomoca linki przerzuconej
przez krazek, rys. 1.

Rysunek 1: Widok badanego uktadu

Pomiary dokonywane na stanowisku badawczym polegaja na poszukiwaniu polozeni réwnowagi uktadu oraz ocenie
ich statecznosci.

Wyniki pomiaréw sa poréwnywane z rezultatami przeprowadzonych obliczeri. W celu teoretycznego wyznaczenia
polozen réwnowagi, definiuje sie energie potencjalng jako funkcje kata obrotu tarczy. Polozenia rownowagi odpo-
wiadaja miejscom zerowym pochodnej tej funkcji. Stateczno$é okresla sie na podstawie znaku drugiej pochodnej.
Przy tworzeniu modelu uktadu przyjeto, ze natozone na niego wiezy sa idealne. Zalozono, ze obcigzenia wywotane
sa wylacznie przez sily zachowawcze — uwzgledniony jest jedynie wplyw sit ciezkosci. Sity oporu powstajace w
tozyskach tocznych sa pominiete.

3 Teoretyczny opis zjawiska
Rozréznia sie trzy rodzaje réwnowagi: stala, chwiejna i obojetna.

e Rownowaga stala nazywa sie taki rodzaj rownowagi, przy ktorej uktad po niewielkim wychyleniu wraca do
potozenia réwnowagi lub oscyluje wokot niego.

e Roéwnowaga chwiejng nazywa sie taki rodzaj réwnowagi, przy ktérej dowolnie mate wychylenie ciata powoduje
ruch do innego potozenia réwnowagi lub oscylacje wokét niego.

e Roéwnowaga obojetna nazywa sie taki rodzaj rownowagi, przy ktorej kazde mate wychylenie uktadu z zajmo-
wanego polozenia rownowagi powoduje przejécie uktadu do innego potozenia réwnowagi.

*Autor — W. Lubnauer, w: K. Januszkiewicz, J. Grabski: CwiczENIA LABORATORYJNE z MECHANIKI, Lodz 2008



Powyzsze pojecia dobrze ilustruje przyklad twardej kulki umieszczonej na twardym, pofalowanym podlozu (Rys.
2). W potozeniu 1 niewielkie wychylenie kulki spowoduje powrdt do potozenia rownowagi lub oscylacje wokot niego,
co oznacza rownowage stata. W polozeniach 2 dowolnie male wychylenie kulki spowoduje ruch do innego potozenia
rownowagi, a wiec sg to polozenia réwnowagi chwiejnej. Niewielkie wychylenie kulki z potozenia 3 spowoduje, ze
kulka pozostanie w nowym potozeniu. Jest to wiec rownowaga obojetna.

Rysunek 2: Tlustracja rodzajow rownowagi: 1 — stata, 2 — chwiejna, 3 — obojetna

W teorii statecznosci poltozenie rownowagi stalej jest nazywane statecznym polozeniem réwnowagi. Nie-
statecznym polozeniem réwnowagi okresla sie takie polozenie, w ktérym rownowaga uktadu jest chwiejna albo
obojetna.

Mozna wykaza¢ prawdziwosé nastepujacego twierdzenia, noszacego nazwe zasady Dirichleta: Polozenie
ukladu materialnego (o wiezach idealnych) znajdujacego sie w zachowawczym polu sil, w ktérym
energia potencjalna osiaga minimum, jest polozeniem réwnowagi stalej.

W ukladzie o jednym stopniu swobody do opisu polozenia potrzebna jest tylko jedna wspoétrzedna ¢;. Ener-
gia potencjalna takiego ukladu jest wiec funkcja tej wspolrzednej: V' = V(q1). Warunek wystarczajacy istnienia
lokalnego minimum energii potencjalnej (V') uktadu o jednym stopniu swobody jest okreslony zaleznosciami:

2
%: i Czq‘%/>0 dla q1 = q10 (1)

gdzie: g1 — wspotrzedna opisujaca potozenie uktadu, ¢q19 — miejsce zerowe pochodnej energii potencjalne;j.

4 Analiza modelu fizycznego badanego uktadu

4.1 Schemat badanego ukladu

Schemat stanowiska przygotowanego do wykonania ¢wiczenia jest pokazany na rys. 3.
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Rysunek 3: Widok stanowiska badawczego

Badany uklad sktada sie z kwadratowej tarczy (2) zamocowanej poprzez tozysko kulkowe na osi (3) umocowanej
poziomo w pionowej ramie (1). Na lince (4) doczepionej do naroza tarczy i przerzuconej przez maly krazek (5)
zawieszane sa obciazniki (6) i (8). Polozenie tarczy okreslane jest za pomoca katomierza (7).



4.2 Okreslenie polozenn réwnowagi i badanie ich statecznosci

Rozpatrywany uklad ma jeden stopieni swobody (Rys. 4). Jako wspolrzedna przyjeto kat ¢ pomiedzy pionem a
krawedzia AB tarczy (tzn. ¢1 = ).

Rysunek 4: Wspoétrzedna uogolniona ¢ oraz polozenia sit ciezkosci Q i G

Energie potencjalna uktadu mozna przedstawi¢ nastepujaco:

V=- (Gzt + Z Qﬁm) (2)

gdzie: G — ciezar tarczy, z; — wspOlrzedna pionowa srodka ciezkosci tarczy, (Q; — ciezar obcigznika o numerze i, zg;
— jego wspolrzedna pionowa $rodka ciezkosci.

, Zgodnie z Rys. 4, kat o pomiedzy pionem a przekatna tarczy przechodzacej przez punkt A wynosia = 7—5—¢ =

3™ — . Stad wspohrzedna pionowa érodka cigzkodci tarczy, mierzona wzgledem $rodka krazka, wynosi:
2 3
2t :b—&—agcos (47r—g0> (3)

gdzie: a — dlugosé krawedzi tarczy, b — odleglo$é miedzy osiami przegubu i krazka.
Aby wyznaczy¢ wspolrzedne pionowe srodkdw ciezkosei kolejnych ciezarkdow zg,; stosuje sie twierdzenie cosinusow:

in:hi+l—\/a2+b2—2abcostp (4)

gdzie: | — dtugosé linki BC, h; — odleglosé érodka ciezkosci obciaznika od korica linki.

Po uwzglednieniu, ze G = m;g oraz QQ; = m;g (g — przyspieszenie ziemskie), wyrazenie na energie potencjalna
otrzymuje sie wstawiajac wzory (3) i (4) do zaleznosci (2). W rezultacie otrzymuje sie energie potencjalng jako
funkcje kata ¢:

Vip) = — {mt <b—|—a\é§cos (iw—g&)) —|—Z [mi (hH—l— Va2 + b2 —2abcos<p)]}g (5)

Polozenie réwnowagi, zgodnie z zasada Dirichleta, jest wyznaczane na podstawie rownania:
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Oceny stanu réwnowagi dokonuje sie sprawdzajac znak drugiej pochodnej energii potencjalnej. Zatézmy, ze pierwsza
pochodna energii potencjalnej Z—‘; ma k réznych miejsc zerowych: 1, pa,...,pk. Jesli dla pewnego polozenia

réwnowagi ¢; spelniony jest warunek:

d*V
[(f)] >0 (7)
d(p p=@i

to ; jest polozeniem réwnowagi statej.
Przyktadowe wykresy energii potencjalnej i jej pierwszej i drugiej pochodnych dla rozpatrywanego ukladu sa
pokazane na rys. 5. Do obliczen przyjeto nastepujace dane liczbowe:
a=343mm, b = 514mm, [ = 1755 mm, g = 9,81 m/s?, m; = 3,16 kg,
my = 1,38 kg, mao = 0,864 kg, ms = 0,864 kg, my = 0,432 kg,
hi1 = 60mm, ho = 80mm, A3 = 100mm, hy = 110 mm.



ER
Iul,q 4

dr 4ar

=

d0 a0

Rysunek 5: Energia potencjalna uktadu oraz jej pierwsza i druga pochodna w funkcji kata ¢, dla wybranej kombi-
nacji ciezarkéw — WXMAXIMA

5 Numeryczne wyznaczanie poltozen réwnowagi i badanie ich statecz-
nosci za pomocg programu WXMAXIMA

Zgodnie z opisem zawartym w sekcji 4, aby wyznaczyé potozenia réwnowagi analizowanego uktadu i sprawdzi¢ ich
statecznosé, nalezy:

e Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkeji V(o) opisanej wzorem (5),
e Zmnalezé potozenia réwnowagi, czyli miejsca zerowe pochodnej %, a wiec rozwigzac¢ rownanie (6),
e Okresli¢ stateczno$é potozen rownowagi przez sprawdzenie znaku drugiej pochodnej w punktach rownowagi.

Program wXMAXIMA jest darmowym, wieloplatformowym systemem CAS (Computer Algebra System) pozwa-
lajacym na wykonywanie obliczeni symbolicznych, czyli przeprowadzanie operacji matematycznych na wyrazeniach
i wzorach. Ponadto zawiera szereg procedur numerycznych, a wiec metod stuzacych do rozwiazywania problemow
matematycznych poprzez operacje na liczbach.

Komendy programu zatwierdza sie kombinacja, klawiszy Shift + Enter. Operator dwukropka ,:” stuzy do
przypisania liczby lub wyrazenia. Operator ,:=" stuzy do przypisania funkcji. Wiersze oznaczane jako ,,(%ix)”, gdzie
X jest numerem operacji, odpowiadaja poleceniom wpisanym przez uzytkownika. Wiersze opisane jako ,,(%o0x)”
to rezultat zwrocony przez program WXMAXIMA. Aby powtérzyé wszystkie obliczenia mozna zastosowaé opcje
,Evaluate all cells” z menu ,Cell” lub uzyé¢ kombinacji klawiszy Ctrl+Shift+R.

W ponizszym przykladzie zaprezentowane sa obliczenia dla przypadku, gdy podwieszony jest tylko jeden ciezarek
o masie m;. Dla wiekszych obciazenn postepuje sie analogicznie. Pierwszym krokiem po uruchomieniu programu
jest zdefiniowanie energii potencjalnej jako funkcji kata ¢ zgodnie ze wzorem (5):
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V(phi) :=-(m_t*(bta*sqrt(2)*cos(3*%pi/4-phi)/2)+m 1% (h 1+l-sgrt(a~2+b"2-2*%a*b*cos(phi))))*g;

([ ( a\,..--zcos(i—“—qo)\ \)

v(@::\— kmt \b-i— ; }+ml (hl+1—\.,-""32+b2+(—2) abcos(w))})g

Po zdefiniowaniu funkcji V' (¢) nalezy obliczy¢ jej pochodne za pomoca procedury diff (£ (x),x,n). Przyjmuje
ona trzy argumenty, z ktorych pierwsze dwa sg konieczne, a trzeci opcjonalny. Pierwszy argument to funkcja, ktorej
pochodna jest poszukiwana. Drugi to zmienna wzgledem ktérej ma nastapié¢ rézniczkowanie. Trzeci, opcjonalny, to
rzad pochodnej. W przypadku pominiecia trzeciego argumentu obliczana jest pierwsza pochodna.

Po obliczeniu wyrazenia pochodnej mozna przypisa¢ ja do wybranej nazwy funkcji za pomoca procedury
define (g (x), £(x)). Przypisuje ona nowej nazwie g(z), okreslonej pierwszym argumentem, wyrazenie f(x),
zdefiniowane w drugim argumencie. Obliczanie pochodnych funkeji V() (pierwszej i drugiej) w programie wxXMA-
XIMA pokazano ponize;j.



define (dV dphi (phi), diff(V(phi), phi));

{amt Sin(¢_¥) . abmy sin(p) \
\/E I \/72 abcos(ap)+b2+a2)

define (d2V dphi2 (phi), diff (V(phi), phi, 2));

dV_dphi(ga) i=qg

3T
(‘imt COS(‘P*T) a? bzm1 sin(p)? abm, cos(y) \

d2v_dphi2(y):=g ,
N 3/2
\/E (72 abcos((p)+b2+32) \/*2 abcos(p)+b®+a’

W celu przeprowadzenia obliczeri na rzeczywistych danych, nalezy przypisa¢ wlasciwe wartosci wszystkim pa-

rametrom, ktore sa zawarte w funkeji V() oraz jej pochodnych. Wtedy mozliwe jest narysowanie wykresow V (i),

dv d*v
dp ? dp?
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za pomoca procedury plot2d ([f(x),g(x)], [x,xmin, xmax]). Pierwszym argumentem procedury
plot2d jest lista funkcji, ktorych wykresy maja zosta¢ naszkicowane. Nastepnie, w nawiasie kwadratowym, po-
daje sie nazwe argumentu rysowanej funkcji oraz krance przedzialu, w ktérym ma zosta¢ narysowany wykres.
Opcjonalnie, w kolejnych nawiasach kwadratowych, mozna dostosowaé inne opcje wykresu, np. legende.

a:0.343; b: 0.514; 1: 1.755; g: 9.81; m t: 3.16; m 1: 1.38; h 1: 0.06;
0.343

0.514

1.755

9.81

3.16
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plot2d ([V(phi), dV dphi(phi), d2V dphi2(phi)], [phi, 0, 2+*%pil,
[legend, "V", "dV/dphi"™, "d2Vv/dphi~2"]);

Vv ——
dv/dphi ——
d2v/dphi2

1 2 3 4 5 ]
phi

Rysunek 6: Wykresy V (p), %, ‘j;‘g wygenerowane za pomocg WXMAXIMA



Warto dokladnie przeanalizowaé¢ wykres na Rys. 6. Wida¢ na nim wyraznie, ze miejsca zerowe %X znajduja sie

do
w tych punktach, gdzie ekstrema funkcji V(p). Znak drugiej pochodnej Z:g wskazuje wypuklosé funkcji. Dzieki

temu mozna ustali¢ ktore ekstrema V(¢) to minima lokalne, a ktore to maksima lokalne. Zgodnie z Rys. 9 mozliwe
jest zgrubne okreslenie przedzialéw argumentu ¢ w ktorych % znajduja sie miejsca zerowe ‘%. W analizowanym
przyktadzie jedno z miejsc zerowych pochodnej 1 € (1;3), a drugie ps € (4;6). Znacznie dokladniejsze przyblizenie
wartosci 1, w2 mozna otrzymac stosujac procedure find_root (f(x), x, xmin , xmax), ktora stuzy do
numerycznego okreslenia miejsc zerowych funkeji f(z) w przedziale [T,in, Tmaz], jak pokazano ponizej.

phi 1:find root(dv dphi(phi), phi, 1, 3):
(phi 1) 1.922761454422127

phi_ 2:find root (dV_dphi (phi), phi, 4, 6€);
(phi 2) 4.907873576868534

W ten sposob ustalono, ze w prezentowanym przykladzie p11 =~ 1.923 (okoto 110°) oraz o & 4.908 (okolo
281°). Znajac w przyblizeniu polozenia réownowagi, mozliwe jest okredlenie ich statecznosci przez sprawdzanie
znaku drugiej pochodnej. W programie WXMAXIMA, aby otrzymaé¢ wartos¢ liczbowsg funkcji, stosuje sie procedure
float (sprawdzenie znakow wartosci drugich pochodnych):

float (d2V_dphi2 (phi 1)) ;
4.625526440290669

float (d2V dphi2 (phi 2));
~7.728027012717358

Zgodnie z Rys. 6, ‘j;‘g (¢1) > 0 (zasada Dirichleta) ¢1 to polozenie rownowagi statej. Z drugiej strony ‘jf; (1) <

0, a wiec (2 to polozenie r6wnowagi chwiejnej, gdyz odpowiada ono lokalnemu maksimum energii potencjalne;j.

6 Opis stanowiska badawczego i przebiegu pomiaréw

Glowne elementy skladowe stanowiska badawczego pokazane sa na Rys. 3. Zadawanie réznych obciazen tarczy
mozliwe jest poprzez przykrecanie dodatkowych obciaznikow (8) do obciaznika wstepnego (6) o masie m;. Te
dodatkowe obciazniki sa oznaczone cyframi 2, 3 oraz 4, a ich masy sa odpowiednio: mso, ms, my4. Kat wychylenia
tarczy o okreslany jest za pomoca katomierza (7).

6.1 Przebieg pomiaréow

Po okresleniu potozen rownowagi za pomoca programu komputerowego, wyniki nalezy zweryfikowa¢ na stanowisku
eksperymentalnym. Kolejno$¢ czynnosci jest nastepujaca:

1. Zawiesi¢ na koricu linki obciaznik 1 (obciazniki wstepne, zaznaczone jako A+B), przerzucajac ja przez bloczek
i opuscié ja lagodnie.

2. Odnalez¢ polozenie rownowagi trwalej uktadu, a nastepnie odczytaé na katomierzu i zanotowa¢ w tabeli 13.1
wartosci skrajne kata ¢, przy ktorych uktad zachowuje réwnowage.

3. Obracajac tarcza poszukaé innych polozern réwnowagi. W przypadku ich znalezienia zanotowaé¢ wartosci
skrajne kata ¢ i okresli¢ rodzaj réwnowagi.
Uwaga: Ostroznie manewrowaé tarcza, aby nie uderzy¢ si¢ w reke.

4. Powtorzy¢ pomiary trzykrotnie. Po trzech pomiarach obliczy¢ lokalizacje potozenia / polozen rownowagi jako
$rednia ze wszystkich wartosci skrajnych, minimalnych i maksymalnych.

5. Trzymajac w reku obciaznik wstepny nakreci¢ na $rube (do oporu) obciaznik 2, opusci¢ tagodnie linke i
wykonaé¢ czynnosci w punktach od 2 do 4.

6. Nastepnie dokreci¢ obciaznik 3 i postepowaé jak opisane powyzej. Powtorzyé po dotozeniu masy 4. W spra-
wozdaniu nalezy zamiescié: wypelniong tabele wynikéw, obserwacje i wnioski.

Pytania sprawdzajace
1. Co to jest polozenie rownowagi?

2. Scharakteryzowa¢ rodzaje rownowagi ciata.
3. Poda¢ sformultowanie zasady Dirichleta.
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SPRAWOZDANIE — TABELA WYNIKOW

Pol. rownowagi Pol. rownowagi
Nr Zalozone Rodzaj
pomiaru | obcigzniki | wyniki numeryczne | wyniki eksperymentalne réwnowagi
2 21:9\2{ Pmin | Pmaz %
[rad] [J/rad?| [rad]
1
2 1 (A+B)
3
4
5 1+2
6
7
8 1+2+3
9
10
11 1424344
12

WNIOSKI:




