WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKA RESTYTUCJI
I IMPULSU REAKCJI DYNAMICZNYCH W
CZASIE UDERZENIA

Mechanika Techniczna — Cwiczenie 6 *

1 Cel ¢éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest do$wiadczalne wyznaczenie wspotczynnika restytucji, doswiadczalne i teoretyczne
wyznaczenie wartosci impulsu reakcji tozysk i potozenia $rodka uderzenia ciata nieswobodnego.

2 Wprowadzenie

Omawiane tu zagadnienia dotycza modelowania i analizy zjawiska zderzenia ciala nieswobodnego z nie-
ruchoma przeszkoda. Rozpatrywane jest cialo poruszajace sie ruchem obrotowym wokél poziomej osi
pod wplywem sit ciezkosci, ktore uderza w nieruchoma przeszkode. W czasie uderzenia na cialo dziataja
chwilowe sity pochodzace od przeszkody, ktore wywoluja dodatkowe reakcje tozysk. Matematyczny opis
zjawiska pozwalajacy na wyznaczenie impulséw reakcji przeszkody z ltozysk jest mozliwy na podstawie
twierdzen o pochodnej kretu i pochodnej pedu cialta oraz hipotezy Newtona.

Stanowisko badawcze umozliwia obserwacje zjawiska oraz rejestracje przebiegu zmian wartosci reakcji
w czasie uderzenia. Przeprowadzone pomiary pozwalaja na wyznaczenie wspolczynnika restytucji, impulsu
reakcji w tozyskach powstalych na skutek zderzenia oraz poltozenia $rodka uderzenia.

3 Teoretyczny opis zjawiska
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Rysunek 1: Uderzenie mimosrodkowe ciata nieswobodnego w nieruchoma przeszkode: a) uktady wspol-
rzednych i wymiary, b) sity dziatajace na cialo w czasie uderzenia

W modelu rozpatrywanego uktadu (rys. 1) cialo obraca si¢ woko6! nieruchomej poziomej osi prostopadte;
do plaszczyzny symetrii ciala £(. Cialo uderza mimosrodkowo w nieruchoma przeszkode. Zatozono, ze
przeszkoda umieszczona jest w taki sposob, ze kierunek normalnej w miejscu uderzenia jest poziomy i lezy
w plaszczyznie symetrii ciala. Wskutek oddzialywania podpory na cialo silg R, w tozyskach powstaja
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dodatkowe reakcje R. Reakcje sa zerowe w przypadku, gdy prosta normalna uderzenia n przechodzi przez
srodek uderzenia (punkt D).

3.1 Zaleznosci ogdlne

Wartosci impulséw reakeji w lozyskach (S) i w miejscu styku z podpora (S,) mozna wyznaczy¢ na
podstawie twierdzeri o pochodnej pedu i pochodnej kretu ciata:

dQ
T
dKo
7 = Mo,
gdzie P oznacza sume wszystkich sit czynnych i sit reakcji dziat
Ped ciala jest okreslony jako Q = mV ¢, przy czym m oznacza mase ciala, a V¢ predkosé srodka
masy.
Kret ciala Ko wzgledem nieruchomego punktu O mozna przedstawié¢ za pomoca sktadowych o kie-
runkach nieruchomych osi xyz (rys. 1) lub osi ruchomych n¢ — sztywno zwiazanych z ciatem. Najczesciej
stosowana jest druga metoda — wowczas

Ko =iK¢ +jK, + kK¢, (2)

(1)

gdzie K¢, K,, K¢ oznaczaja rzuty wektora kretu na osie £n¢ (sztywno zwigzane z poruszajacym sie
cialem), a i, j, k sa wersorami tych osi. Rzuty wektora kretu na osie prostokatnego (prawoskretnego)
uktadu wspoélrzednych En( wyznacza sie z zaleznosci:

K¢ = Jewe — Jenwn — Jecwe,
Ky = Jpwy — Jpewe — Jycwe,
K¢ = Jewe — Jeewe — Jenwy. (3)

W przypadku gdy ciato obraca sie woké! nieruchomej osi — pokrywajacej sie z osia n — to wektor
predkosci katowej w ma tylko jedna sktadows rozng od zera w = jw,, (wg = we = 0). Jesli ponadto
momenty dewiacyjne J¢, i J¢,) 53 rOWne zeru, co ma miejsce wowczas, gdy plaszczyzna ( jest plaszczyzng
symetrii ciala, to kret Ko jest okreslony jako

Ko =Ky = jJywy = Jywy. (4)

(Poniewaz 0§ n pokrywa sie z osia y, to wy, = w, = w oraz J, = J,,.)

3.2 Zmiana pedu i kretu rozpatrywanego modelu

Calkujac obie strony rownania (1) w granicach od ¢ do ¢ + At otrzymuje sie zaleznosci:
t+At
AQ = Q(t + Af) — Q(t) = / P dt, (5)
t

t+At
AKp =Ko(t+ At) — Ko (t) = / Mp dt. (6)
t

ktore okreslaja przyrosty wektoréw pedu i kretu uktadu.
W polozeniu, w ktorym cialo zderza sie z przeszkoda réwnania (5)—(6) mozna przedstawi¢ w postaci
skalarnej:

muL, —mus, =8 — S,
Jyw' — Jyw'" = =8, - a. (7)
Wprowadzone zostaly nastepujace oznaczenia:

o Ul = v (t + At), v, = v (t) — rzuty predkosci srodka masy ciala na o§ x tuz po uderzeniu (w
chwili ¢ + At) i tuz przed uderzeniem (w chwili ¢),

o W =w(t+ At), w” = w(t) — predkosé¢ katowa ciala tuz po uderzeniu i tuz przed uderzeniem,

e 5= f :er R, dt — impuls sity R, dzialajacej na lozyska w czasie uderzenia,

e S, = tH_At R, dt — impuls reakcji podpory R,.



3.3 Wyznaczenie impulsu reakcji lozysk i reakcji podpory
Dodatkowe réwnania, konieczne do wyznaczenia wielkosci impulséw sil powstajacych podczas uderzenia:

e hipoteza Newtona, ktora pozwala na okreslenie wspolczynnika restytucji (k) przy uderzeniu w
nieruchomg podpore jako

!/ !

k= a=0 Uy (8)
—" —0 7
A A
e zaleznosci kinematyczne:
ro_ "o

v, =w's, v =w"s, (9)
vy =wa, vy = w'a. (10)

Po rozwiazaniu rownan (7)—(10) otrzymuje sie zaleznosci okreslajace impuls reakeji tozysk

S = (1+ k)yma' <7i'2 s>, (11)

i impuls reakcji oddzialywania podpory na uderzajace w nig ciato

S, = (1+k) Jy;” . (12)

3.4 Srodek uderzenia

Impuls reakcji tozysk (9) jest rowny zeru wtedy, gdy we wzorze (11) wyrazenie (% - s) jest réwne zeru.

Oznaczajac symbolem e taka odlegltosé¢ a (a = e), dla ktorej

Jy

— —s=0, 13

T8 (13)
mozna wyznaczy¢ odlegtosé podpory a = e, dla ktorej impuls reakeji tozysk jest rowny zeru. Odleglosé ta
okresla polozenie srodka uderzenia (np. punktu D na rys. 1). Ze wzoru (13) wynika, ze odlegtos¢ srodka

uderzenia od osi obrotu jest réwna
J,
e=—L. (14)

ms

Nalezy podkresli¢, ze wzor (14) jest stuszny przy zalozeniach: o§ obrotu jest prostopadta do plaszczyzny
symetrii ciala, normalna uderzenia lezy w tej plaszczyznie i jest prostopadta do prostej OC.

3.5 Wyznaczenie wspolczynnika restytucji

Wspolezynnik restytucji jest wyznaczany na podstawie hipotezy Newtona, to znaczy z zaleznosci

k Vv, — 0 —w'a W (15)
—v4.—0 w'a w"’

Predkosé w’ oznacza predkosé katowa ciala uderzajacego w chwili uderzenia (tuz przed uderzeniem).

Mozna ja wyznaczy¢ wykorzystujac twierdzenie o przyroscie energii kinetycznej
1

in(w')2 —0=mgs(l —cosay), (16)
gdzie zalozono, ze w polozeniu poczatkowym okreslonym katem oy predkosé ciata nieswobodnego jest
réwna zeru.

W podobny sposob mozna wyznaczy¢ predkosé w”. Rozpatrujac zmiang energii kinetycznej w chwili
tuz po uderzeniu i w chwili, gdy cialo osiaga najwyzsze wychylenie (okreslone katem as) otrzymuje sie

1
EJy(w”)2 —0=—mgs(1 — cosas). (17)

Po rozwiazaniu réwnani (6.15)—(6.17) zaleznos¢ okreslajaca wspolezynnik restytucji dla znanych katow

a1 1 ag mozna przedstawi¢ w formie

1 —
b COS (g (18)

1—cosag



4 Opis stanowiska badawczego

Widok stanowiska do badan jest przedstawiony na rys. 2. Uzyte podczas doswiadczenia ciato nieswobodne
sklada sie z preta (1) o przekroju kotowym, na koricu ktorego jest zamocowany walec (2) oraz tulei (3),
ktora moze by¢ mocowana w dowolnym potozeniu na precie. Cialo moze sie obraca¢ wzgledem osi tozysk
umieszczonych w lekkiej oprawie (4). Oprawa tozysk jest potaczona rama (5) za pomoca czterech sprezyn
(6) o jednakowej sztywnosci. Przeszkoda (7) umieszczona jest w prowadnicach umozliwiajacych zmiane
jej polozenia wzgledem osi obrotu preta.

Rysunek 2: Stanowisko badawcze

4.1 Urzadzenia pomiarowe

Podstawowa wielkos$cia mierzona w czasie uderzenia jest wypadkowa sit reakcji tozysk (spowodowanych
sitami powstajacymi w momencie uderzenia). Pomiar jest dokonywany posrednio — poprzez wyznaczenie
przemieszczenia oprawy ltozysk. Dokonuje sie go przy uzyciu indukcyjnego czujnika przemieszczen (8),
ktorego sygnal podawany jest na wejscie oscyloskopu (lub komputera). Na podstawie obrazu czasowego
przebiegu reakcji jest wyznaczany impuls reakcji tozysk.

5 Przebieg pomiarow

5.1 Wyznaczanie wspoélczynnika restytucji

W celu wyznaczenia wspotezynnika restytucji (k) nalezy dokona¢ kilku pomiaréw kata wychylenia ciala
przed i po uderzeniu.
Sposob przeprowadzenia pomiaréw wspotczynnika restytucji:

1. Ustawié¢ poprzeczke w okolicy jej gornego skrajnego potozenia, dobrze dokrecié i zanotowaé odlegtosé
a w tabeli 1.

2. Wychyli¢ pret o kat a1 (zanotowac jego wartos¢ w tabeli 1), a nastepnie pusci¢ swobodnie.

3. Obserwowac ruch ciata po uderzeniu w przeszkode i zmierzy¢ maksymalny kat («s), o jaki wychylito
sie ono po odbiciu sie od przeszkody. Wartos¢ kata zapisa¢ w odpowiedniej rubryce tabeli 1. Pomiary
wykonaé trzykrotnie.

4. Przesunaé poprzeczke w okolice dolnego skrajnego polozenia i powtérzyé powyzsze czynnosci.

5.2 Okreslenie wartosci impulsu reakcji lozysk
Wyznaczenie impulsu (S) reakeji tozysk sprowadza sie do rejestracji przebiegu zmian reakeji tozysk (R,)

t+At

w czasie uderzenia, a nast¢pnie obliczenia catki S = [,

R, dt. W tym celu nalezy:
1. Wlaczy¢ zasilacz czujnika przemieszezeni i oscyloskop (lub komputer).
2. Zamocowaé przeszkode w okolicach jej gornego skrajnego polozenia.

3. Wychyli¢ pret o kat a; (okolo 40°), a nastepnie pusci¢ swobodnie.



4. Zarejestrowaé (na oscyloskopie lub w komputerze) przebieg wartosci reakcji (R,) w funkeji czasu.
5. Otrzymany obraz przenie$¢ na folie (ewentualnie wydrukowac).

6. Za pomoca planimetru wyznaczy¢ pole obszaru wyznaczonego miedzy krzywa przebiegu sity (R,)
a osia odcietych (¢).

7. Uwzgledniajac skale osi rzednych (wartosci reakcji R,;) oraz osi odcietych (czas) wyznaczy¢ impuls
sity reakcji ().

Powyzsze czynnosci wykonaé trzykrotnie.

5.3 Wyznaczanie polozenia Srodka uderzenia

Doswiadczalne wyznaczenie polozenia $rodka uderzenia polega na zmianie polozenia przeszkody i ob-
serwacji zmian maksymalnej wartosci reakcji tozysk w czasie uderzenia. Potozenie podpory, w ktérym
reakcje osiagaja warto$é zerowa okresla polozenie srodka uderzenia. Sposdb przeprowadzenia pomiardw:

1. Zamocowaé przeszkode w okolicach jej gornego skrajnego potozenia.
2. Wychyli¢ pret o dowolny kat («y) (zanotowaé jego wartos¢ w tabeli 3) i puscié go swobodnie.
Zarejestrowaé (na oscyloskopie lub w komputerze) przebieg wartosci reakeji (R,) w funkcji czasu.

Przesunaé przeszkode w dot, wychyli¢ pret o taki sam kat i zarejestrowaé przebieg reakcji.

oo W

Powyzsza czynnos$é powtarza¢ do momentu uzyskania ptaskiego przebiegu zmian sily na ekranie i
odczytaé odleglo$é¢ przeszkody od osi obrotu. Zanotowaé¢ w tabeli 3.

Pomiary przeprowadzi¢ dla dwoch rozniacych sie znacznie katéw «; (np. 45° oraz 25°).

6 Opracowanie wynikéw pomiaréw i sprawozdanie

Dla poréwnania rezultatéw otrzymanych z pomiaréw z wynikami obliczeil teoretycznych wyznaczana jest
teoretyczna wartosé¢ impulsu reakcji tozysk. W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ predkosé katowa ciata
przed uderzeniem na podstawie zaleznosci otrzymanej ze wzoru (6.16) — to jest

o = \/ngs(l - cosal), (19)
Iy

nastepnie, korzystajac z zaleznosci (11) o postaci

J
S=0+kmw | L - 20
1+ Ry (22 = (20)
nalezy obliczy¢ wartosé¢ impuls reakeji tozysk (.5) i zapisa¢ ja w odpowiedniej rubryce tabeli 2. Teoretyczna
wartos$¢ odleglosci srodka uderzenia od osi obrotu wyznacza sie z zaleznosci (14), to znaczy

e=—. (21)

Dane liczbowe: masa ciala nieswobodnego: m = 1.37 kg, moment bezwladnosci ciala wzgledem
osi obrotu: J, = 0.1036 kg-m?, odleglosé¢ srodka cigzkosci od osi obrotu: s = 255 mm. Wspolezyn-
nik restytucji k& — warto$¢ wyznaczona z pomiaréw przeprowadzonych dla takiego polozenia przeszkody
(a), dla jakiego wyznaczany jest impuls reakcji.
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Opis obstugi oscyloskopu DS 1102D

. W sekcji VERTICAL na plycie czotowej oscyloskopu, wlaczy¢ oba kanaly przyciskami CH1 i CH2 (powinny

by¢ podswietlone). Ustawi¢ sprzezenia stalopradowe sygnalow wejsciowych. Po wcisnigciu przycisku CH1,
ustawi¢ sprzezenie (Coupling) sygnatu z czujnika drgan: CH1 — Coupling — DC. Podobnie dla sygnatu z
czujnika optycznego: CH2 — Coupling — DC. Usuwanie rozwijanego na ekranie menu — przyciskiem MENU
ON/OFF (obok prawego goérnego rogu ekranu).
W sekcji VERTICAL ustawié pokrettem SCALE czulto$é odchylania (w woltach na dziatke) i potozenie
pionowe przebiegéw na ekranie pokretem POSITION:

CH1 — SCALE — 500mV — POSITION — -1.00V

CH2 — SCALE — 10.0V — POSITION — - 40V

. W sekcji HORIZONTAL ustawié predkosé podstawy czasu pokrettem SCALE, wyswietlana na pasku stanu.

Wstepnie mozna ustawi¢ Time 50.00 ms (tzn. 50ms/dziatke). Pokretlem POSITION w tej sekcji, ustawic
poczatek wyzwalania w lewej czesci ekranu (dla tej predkosci podstawy czasu okoto 250.0ms). Pokazuje to
wskaznik | u gory ekranu, a w prawym dolnym rogu wyswietlana jest wartosé np. T — 250.0ms. Po zmianie
predkosci podstawy czasu, ustawi¢ podobnie poczatek wyzwalania w lewej czesci ekranu.

. W sekcji TRIGGER ustawié¢ zrodlo, rodzaj i sposdb (jednorazowy - Single) wyzwalania podstawy czasu

sygnalem z czujnika optycznego (kanal 2) przy pomocy przyciskow rozwijanego menu i pokretta wielofunk-
cyjnego.
MENU — Mode — Edge - wyzwalanie zboczem
Source — CH2
Slope — 7 - zbocze narastajace
Sweep — Single - jednorazowy cykl akwizycji po pojawieniu si¢ impulsu wyzwalajacego
Pokrettem LEVEL ustawié¢ poziom wyzwalania okoto 4V: TRIG LVL= 4.00V
Wartosé poziomu wyzwalania wyswietlana jest w prawym gérnym rogu ekranu.

. Pomiar okresu, czestotliwoéci lub amplitudy przy pomocy kursoréw. Po zarejestrowaniu przebiegéw:

nacisna¢ przycisk Cursor w sekcji MENU na plycie czotowej oscyloskopu.

ustawié¢ tryb reczny pomiaréw kursorowych Manual, naciskajac przycisk Mode.

przyciskiem Type ustawié¢ kursory parametréw czasowych X lub napieciowych Y.

obrotem pokretta wielofunkcyjnego ustawic¢ kursory A i B w odpowiednich punktach przebiegu. Zmiana
kursoréow A, B lub AB — przez kolejne wciskanie pokretta wielofunkcyjnego. U gory ekranu mozna
odczytaé odstep czasu (AX) i czestotliwosé (1/AX), lub roznice napieé¢ (AY).

Pomiar automatyczny czestotliwosdci — nacisnaé przycisk Measure w sekcji MENU.

ustawié¢ zrédlo mierzonego sygnatu: Measure — Source — CHI.

wybraé pomiar czestotliwosci: Time — Freq.

na ekranie natychmiast wyswietlany jest wynik pomiaru.

7. W przypadku trudnosci z uzyskaniem stabilnego obrazu na ekranie, wcisngé przycisk AUTO w sekcji
RUN CONTROL i powtoérzy¢ czynnosci 1 do 5 (6).

Pytania kontrolne

. Na czym polega hipoteza Newtona?

. Co to jest wspotczynnik restytucji?

. Poda¢ definicje impulsu sity?

. Co oznacza termin ,uderzenie mimosrodkowe cial”?
. Co to jest srodek uderzenia?
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Tabela 1: Wyniki pomiaréw wspotezynnika restytucji (k)

nr potozenie kat pocz. kat wych. wspoélczynnik | wartosé
pom. | przeszkody | wychylenia | ciata po odbiciu restytucji Srednia
7 a o1 o k; k
Ho| o) 8 ] H ]
1

2

3

4

5

6

Tabela 2: Wyniki pomiaréw i obliczeri wartosci impulsu reakeji (S)

Impulsu reakeji S [N-s]
Nr pom. | Pol. przeszkody | Pocz. kat wych. | Pole wykresu
a |mm] ay [°] P [mm?| eksp. | srednia | teoria

1

2

3
Nastawa podst. czasu: | T =... ms/cm | Nastawa wzmocnienia: | Z=... V/cm
Stata sprezyn: C =... N/mm | Stala czujnika przem.: | W =... mm/V

Tabela 3: Wyniki pomiarow i obliczeni odleglosci srodka uderzenia (e)

nr

pocz. kat wych. a; [°]

odl. srodka uderzenia e [mm]

eksperyment

teoria




