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Mechanika Techniczna — Cwiczenie 3 *

1 Cel éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest doswiadczalne wyznaczenie zredukowanego momentu bezwtadnosci ruchomych elementéw
wciagarki oraz do$wiadczalne okreslenie momentéw bezwladnosci kotowych tarcz.

2 Wprowadzenie

W obliczeniach dynamiki maszyn analizujac ruch ciala sztywnego nalezy znaé¢ rozktad mas w ciele. Rozktad
masy okresla sie za pomoca wielkosci charakterystycznych dla danego cialta takich jak: potozenie srodka masy,
momenty bezwtadnosci, momenty dewiacyjne.

Roéwnania ruchu ztozonego uktadu mechanicznego tworzone sa najczeéciej metoda Newtona-Eulera. Polega
ona na podziale uktadu na poduktady i napisaniu réwnan ruchu dla kazdego podukladu. Dodatkowe réownania
wynikaja z zaleznosci kinematycznych. Otrzymana w ten sposob liczba rownan jest zazwyczaj znacznie wigksza
niz liczba stopni swobody rozpatrywanego uktadu.

Proces zmniejszania liczby rownan, poprzez rugowanie kolejnych niewiadomych przyspieszen, nazywa sie re-
dukcja uktadu. Redukcje mozna prowadzi¢ az do otrzymania takiej liczby réwnan ruchu, jaka jest liczba stopni
swobody ukladu (minimalna liczba réwnari opisujacych ruch uktadu mechanicznego jest réwna liczbie stopni
swobody ukladu). Wspotezynniki wystepujace przy przyspieszeniach w rownaniach ruchu (po przeprowadzeniu
redukcji) nazywa sie¢ masami zredukowanymi i zredukowanymi momentami bezwtadnodci. Masa zredukowana
(mj red) jest wspolczynnikiem, ktory jest mnozony przez przyspieszenie (p;), a zredukowany moment bezwlad-
nosci (Jx red) Wystepuje przy przyspieszeniu katowym (g).

Uktad o 1 stopniu swobody mozna zredukowaé¢ do jednego réwnania, w ktérym wystapi tylko jedno przyspie-
szenie (p) i masa zredukowana lub przyspieszenie katowe () i zredukowany moment bezwladnosci. Stanowiskiem
badawczym do eksperymentalnego okreslenia zredukowanego momentu bezwtadnosci oraz momentéw bezwtad-
noéci wybranych cial jest model wciagarki o jednym stopniu swobody.

Bilans energii kinetycznej ruchomych elementéow wciagarki i analiza kinematyczna uktadu, pozwala na okre-
§lenie zredukowanego momentu bezwladnosci ruchomych elementéw do osi obrotu jednego z cial. Wykorzystuje
sie go rowniez do wyznaczenia momentéw bezwladnosci tarcz kotowych. Okreslone do$wiadczalnie wartosci
momentéw bezwladnosci tarcz poréwnywane sa z wartosciami obliczonymi teoretycznie.

3 Opis stanowiska badawczego

3.1 Budowa modelu wciggarki

Ogdlny widok modelu weiagarki jest przedstawiony na rys. 1. W metalowej obudowie weiagarki (12) umieszczono
dwa walki oznaczone jako I i II. Na waltku I (15) osadzone jest male koto zegbate (1), stalowy walec (3) i koto
hamulca (4). Do czola kola hamulcowego mocowane sa tarcze kolowe A i B o masach ma4 i mp, ktérych
momenty bezwtadnosci maja byé wyznaczone do$wiadczalnie. Tarcze przedstawiono na dole po lewej rys. 1. Na
koto hamulca nawinieta jest linka opasujaca ruchomy krazek (8) z obcigznikiem (9) o masie m;. Na watku II
(16) osadzone jest duze kolo zebate (2) i rowkowany beben (10), na ktory nawinieta jest linka obciazona cialem
(11) o masie mo.
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Rysunek 1: Stanowisko badawcze — model wciagarki oraz tarcza A i tarcza B: 1 — koto zebate mate, 2 — koto
zebate duze, 3 — walec, 4 — koto hamulca, 5 — dzwignie hamulca szczekowego, 6 — sprezyna hamulca, 7 — luzownik
elektromagnetyczny, 8 — ruchomy krazek, 9 — obciaznik o masie my, 10 — beben linowy, 11 — obciaznik o masie
mg, 12 — obudowa wciagarki, 13 — czujniki optyczne: a) gorny, b) dolny, 14 — stojak, 15 — walek I, 16 — watek II

3.2 Opis ruchu elementéw modelu i zasada pomiaréw

Ciato o masie m poruszajac sie w dot przebywa droge s1, a cialo o masie mo w tym samym czasie przebywa w
gore droge so. Weiagarka umieszezona zostala na stojaku (14), do ktérego przymocowano dwa czujniki optyczne
(13). Odlegltos¢ miedzy czujnikami stanowi droge so. Ciato o masie mo przechodzac pomiedzy czujnikami dolnymi
i gornymi zastania strumienie $wietlne i tym samym wytwarza impulsy przekazywane przez fototranzystory na
uktad wyzwalajacy, ktory steruje luzownikiem elektromagnetycznym hamulca szczekowego i miernikiem czasu.
Na mierniku jest odczytywany czas, w jakim cialo o masie mo przebywa te droge. Sygnal z gornego czujnika
zwalnia luzownik elektromagnetyczny (7) hamulca szczekowego (5) zatrzymujacego caly uklad. Przycisk START
znajdujacy sie na stanowisku badawczym stuzy do zwalniania hamulca poprzez luzownik.

4 Podstawowe zalezno$ci teoretyczne

4.1 Pojecie zredukowanego momentu bezwltadnosci

Zredukowanym momentem bezwladnosci ukltadu mechanicznego o jednym stopniu swobody do cztonu napedo-
wego (poruszajacego sie z predkoscia katowa w w okreslonej chwili ¢), nazywa sie moment bezwladnosci takiego
fikcyjnego ciata, ktére posiadatoby energie kinetyczna réwna sumie energii kinetycznych wszystkich elementow
uktadu w tej samej chwili ¢. Wykorzystanie pojecia momentu zredukowanego (J,.q) pozwala na przedstawienie
energii kinetycznej uktadu o jednym stopniu swobody jako

1
E = §Jredw2 (1)
oraz dynamicznego réwnania ruchu uktadu w postaci
Jredal = Mred7 (2)

gdzie: Jyeq — zredukowany moment bezwladnosci, w; — predkosé cztonu napedowego, €1 — przyspieszenie cztonu
napedowego, M,.q — zredukowany moment napedowy.



4.2 Wyznaczenie zredukowanego momentu bezwladnosci ukladu na podstawie
energii kinetycznej

Przeprowadzmy redukcje momentu bezwladnosci mechanizmu weiagarki do osi obrotu watka I (rys. 2).

Rysunek 2: Schemat kinematyczny modelu wciagarki

Przyjmijmy, ze walek I posiada w chwili ¢ predko$é¢ katowa wi. Energia kinetyczna mechanizmu wciggarki
jest suma energii wszystkich poruszajacych sie cial. Energia kinetyczna cial osadzonych na wale I (rys. 3) wynosi

1
By =S (hi+ Jo + Js + Ja)t, (3)
gdzie: J; — moment bezwtadnosci kota zebatego (1), J2 — moment bezwtadnosci walca (3), J3 — moment bezwlad-

nosci kota hamulca (4), J4 — moment bezwladnosci waltka I (15), (wszystkie momenty bezwladnosci wyznaczane
sa wzgledem osi I).

Rysunek 3: Walki wciagarki wraz z osadzonymi na nich elementami: I (po lewej), II (po prawej)

Energia kinetyczna cial osadzonych na wale II (rys. 3) wynosi
1
Ey, = §(J5 + Jg + Jr)ws, (4)

gdzie: wy — predkosc katowa walka II, J5 — moment bezwladnosci kota zebatego (2), Js — moment bezwladnosci
bebna linowego (10), J7 — moment bezwladnosci waltka II (16), (wszystkie momenty bezwtadnosci wyznaczane
sa wzgledem osi IT). Miedzy predkosciami katowymi wy i wo istnieje nastepujaca zaleznosé
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gdzie 21 1 zo — liczba zebow odpowiednich kot zebatych (1) i (2). Po podstawieniu tej zaleznosci do (3) otrzymuje
sie

2
1 Z1
FEy = 5(4)% (> (Js + Js + J7). (6)
22
Energia kinetyczna ciala o masie mq i talerzyka o masie m;s wynosi:
1 1
B3 = —mov3 + —mypv3, (7)
2 2
gdzie vy — predkosé ciala o masie my, przy czym
z
V2 = Wal'p = wl*lrb, (8)
z2
w ktérym 7, — promient bebna linowego. Zatem
1 21\°
1
E3 = gw% () Ty (m2 + th). (9)
Zo



Energia kinetyczna krazka ruchomego (8), ciala o masie m; i talerzyka o masie m;; wynosi
1 1 1 1
E,= §mkrvir + ingg + §mlv% + §mt17}%, (10)

gdzie: vg, — predkos¢ $rodka masy krazka ruchomego, ws — predkosé katowa krazka ruchomego, myg, — masa
krazka ruchomego. Predkosé¢ katowa krazka ruchomego i predkosé srodka masy tego krazka okreslaja zaleznosci:

wirs3 wir3
VL= Wk = o (11)

W3 =
2Tkr ’

w ktérych: r3 — promieni kota hamulca, ry, — promien krazka ruchomego. Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci

w (8) otrzymuje sie

1 .

&:%%<T;+mﬁjM>. (12)
8 kr T3

Energia kinetyczna wciagarki (Fy + Fs + E3 + E4) w funkeji wy wyraza sie wiec nastepujaco:

1 2 2 1 ) n
E = 5&1% Ji+Jo+ I3+ Js+ <Zl> (Js+ J+ J7) + (Zl) ’r‘g(mz—l—mtz)—F*T% <m2k + WHZW) ] (13)

) 29 4 Ty r3

Aby energia kinetyczna fikcyjnego ciata, umieszczonego na osi walka I byla rowna energii rzeczywistego uktadu
opisanego wzorem (10), warto$¢ momentu bezwladnosci ciala powinna by¢ réwna:

2 2
z z 1 Mer M1 +m
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Wzor (11) okresla zredukowany moment bezwladnosei (do watka I) ruchomych elementéw weiagarki.

4.3 'Wyznaczenie zredukowanego momentu bezwladnosci wciggarki

W celu doswiadczalnego okreslenia zredukowanego momentu bezwtadnosci J,..q ruchomych elementow weiagarki,
postuzymy sie zaleznoscia (1)
Jred5 = Mred- (15)

Dla modelu wciagarki M,.q jest momentem sit zewnetrznych, zredukowanych do osi watka I oznaczonym
jako M7, za$ e przyspieszeniem katowym walka I oznaczonym jako €1, zatem

Jred51 - MI~ (16)

Moment sil zewnetrznych jest rowny sumie algebraicznej: momentow sit ciezkosci ciat o masach mq i mg wraz
z talerzykami o masach my; i my2, momentowi sily ciezkosci krazka ruchomego o masie my, oraz momentowi
oporéw mechanizmu
(ma + M + My )grs 21

M; = 5 — (ma + my2)gry — My, (17)
22

gdzie: My — moment oporé6w mechanizmu, ktory jest wyznaczany doswiadczalnie, w sposéb omoéwiony w punkcie
3.5.1, g — przyspieszenie ziemskie.

Celem wyznaczenia przyspieszenia €1 w doswiadczeniu mierzony jest czas to, w jakim cialo o masie mgo
przebywa droge so. Przy zalozeniu ruchu jednostajnie przyspieszonego bez predkosci poczatkowej istnieja wobec

tego nastepujace zaleznosci

1 1 1 21
Sg = §p2t§ = isgrftg = islrbgt%’ (18)

gdzie: po — przyspieszenie ciala o masie ms, €2 — przyspieszenie katowe walka II, a stad:

28222
g1 =

. .14 1
TbZ1t% (3 ) ( 9)

Wykorzystujac wzory (13) i (14) w zaleznosci (12) otrzymuje sie

r t3
(m1 + mg1 + My )97’3 é o (m2 + th)gT_b o Mtﬂ 2 ) (315) (20)
2 29 22 289

Jred =

Zredukowany do osi watka I moment bezwladnosci J,..q poruszajacych si¢ cial mozna zatem wyznaczyé
do$wiadczalnie mierzac czas to dla réznych wartosci masy m; i ustalonej wartosci masy msq, przyjmujac za
znane wszystkie pozostate wielkosci wystepujace we wzorze (15).



4.4 'Wyznaczenie momentéw bezwladno$ci tarcz kotlowych

Wzor (11) okresla zredukowany moment bezwladnosci ruchomych elementow weiggarki bez dodatkowych tarcz
A i B. Jezeli na waltku I wciagarki (na ktory dokonujemy redukcji) zamocuje sie¢ tarcze A lub B to moment
zredukowany bezwladnosci takiego uktadu bedzie wynosit:

JredA = Jred + JA» JTedB = Jred + JBv (21)

gdzie: J4 — moment bezwladnosci tarczy A wzgledem osi centralnej prostopadlej do ptaszczyzny tarczy, Jp —
moment bezwladnosci tarczy B wzgledem osi centralnej prostopadlej do plaszczyzny tarczy. Zatem momenty
bezwladnosci tarcz mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

Ja = JredA - Jred; Jp = JredB - Jred~ (22)

Wielkosci Jyeqa, Jrean podobnie jak i J,..q okresla sie doswiadczalnie bazujac na zaleznosci (15).

5 Przebieg pomiarow

5.1 Wyznaczenie momentu oporéw mechanizmu wciggarki
W celu wyznaczenia momentu M; opordéw mechanizmu nalezy wykonaé nastepujace czynnosci:
1. Zalozy¢ na talerzyku (9) krazka ruchomego ciezarki wskazane przez osobe nadzorujaca.

2. Zwolni¢ hamulec naciskajac na dzwignie hamulca (5); ukltad powinien pozostawaé w spoczynku mimo
zwolnienia hamulca.

3. Odejmujac stopniowo ciezarki z talerzyka doprowadzi¢ do wystapienia jego ruchu do gory.

4. Pusci¢ dzwignie hamulca, aby zatrzymaé uklad; zanotowaé¢ w tabeli 1 warto$¢ masy mg,_, ciezarkow
znajdujacych sie na talerzyku krazka ruchomego w chwili wystapienia ruchu.

5. Ponownie zatozy¢ na talerzyku krazka ruchomego ciezarki wskazane przez osobe nadzorujaca.
6. Zwolni¢ hamulec reczng dzwignia; caly uktad powinien pozostawaé¢ w spoczynku.

7. Dodajac stopniowo ciezarki doprowadzi¢ do wystapienia ruchu uktadu w strone przeciwng anizeli poprzed-
nio tj. obciazony talerzyk winien poruszaé sie w dot.

8. Pusci¢ dzwignie¢ hamulca, aby zatrzymaé¢ uklad; zanotowaé¢ w tabeli 1 warto$¢ masy my, . ciezarkow
umieszczonych na talerzyku krazka ruchomego w chwili wystapienia ruchu.

9. Pomiary mg_._1img_. powtorzyé trzykrotnie.

max min

10. Obliczy¢ srednie wartosci obydwu mas, uruchomié¢ program CW3.EXE, a nastepnie wprowadzi¢ dane do
programu (mozna tez skorzysta¢ ze wzoru z tabeli 1) i zanotowaé obliczona warto$¢ momentu oporéw.

5.2 Wyznaczenie zredukowanego momentu bezwladnosci ruchomych elementéw
wciggarki

1. Pod nadzorem osoby prowadzacej ¢wiczenie wlaczy¢ sterownik weiggarki ZPA-107 i miernik czasu.
2. Wkreci¢ sruby do mocowania tarczy w koto hamulca.

3. Zalozy¢ na talerzyku (9) krazka ruchomego zestaw obciaznikow zapewniajacy uzyskanie pierwszej — ze
wskazanych w dokumentacji stoiska — wartosci masy my.

4. Ustawi¢ talerzyk (11) (z nalozonym cigzarkiem o masie mg = 1.45 kg — ten w czarnym kolorze) troche
ponizej linii optycznej gornej fotokomorki.

5. Wlaczy¢ zasilacz luzownika (czarna obudowa).

6. Pokrecajac kotem weciagarki (przy zwolnionym hamulcu) ustawi¢ talerzyk (11) (z natozonym ciezarkiem
o masie mo = 1.45 kg — ten w czarnym kolorze) tuz pod linia optyczna dolnej fotokomorki (na wskazniku
zapala sie wowczas zielona dioda).

7. Kiedy na wy$wietlaczu miernika czasu ukaze sie komunikat ,,Rozpocznij pomiar” nacisnaé przycisk ENTER
— na wyswietlaczu pojawi sie komunikat: CZEKAM NA START.

8. Po upewnieniu sie, ze talerzyki sa nieruchome nacisnaé¢ i natychmiast zwolni¢ przycisk START luzownika
elektromagnetycznego. Zapisa¢ wskazanie miernika czasu w tabeli 2.

9. Powtorzy¢ kroki 6, 7, 8 i 9 trzykrotnie.

10. Opisane wyzej czynnosci wykona¢ dla dwoch nastepnych (zadanych) wartosci mas m;.



5.3 Wyznaczenie momentéw bezwladnosci tarcz A i B
1. Zamocowa¢ dwoma $rubami na kole hamulca (4) tarcze A i wykonaé¢ czynnosci opisane w p. 5.2.

2. Odkreci¢ tarcze A, zamocowaé tarcze B i wykonaé¢ czynnosci opisane w p. 5.2.
Po zakonczeniu wszystkich pomiaréw nalezy odkrecié tarcze, zdjaé¢ obciazniki z talerzyka krazka ruchomego,
wytaczy¢ miernik czasu i zasilacze oraz uporzadkowaé stoisko.
6 Opracowanie wynikow pomiaréw i sprawozdanie

Obliczy¢ wartosci srednie czasu to i celem wyznaczenia momentu zredukowanego wprowadzi¢ dane do programu
komputerowego, albo uzyé ponizszego wzoru (dla my = 1,45 kg, wynik w kg-m?):

Jrea = (0,002053 [kg] — 0,0017042 — 0,013954 M, [Nm]) ¢3 [3]. (23)
Tarcza A Tarcza B
gesto$é materiatu: p= 7028 kg/m’ geslosé materialu: p = 7877 kg/m’
masa tarczy: m = 1,175 kg masa tarczy: m = 0,848 kg
#9 #8.,5
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Rysunek 4: Schemat kinematyczny modelu wciagarki
Whisaé wyliczone wartosci do tabeli 2 1 wykorzystujac otrzymane wyniki wyznaczyé momenty bezwladnosci

tarcz A i B. Obliczy¢ nastepnie teoretyczne wartosci (w sposob przyblizony i dokladny) momentéw bezwladnosci
tych tarcz. Wymiary i parametry obydwu tarcz sa nastepujace:

Tarcza A Tarcza B
gestosé materiatu: p = 7028 kg/m®  gestosé materiatu: p = 7877 kg/m®
masa tarczy: m = 1,175 kg masa tarczy: m = 0,446 kg

Na koniec wyznaczy¢ takze roznice wzgledne wartosci eksperymentalnych i teoretycznych momentéw bezwtad-
nosci tarcz.

7 Pytania kontrolne

1. Podaj definicje masowych momentéw bezwtadnosci ciata wzgledem: osi, plaszczyzny i punktu.
2. Sformutuj twierdzenie Steinera dotyczace masowych momentow bezwladnosci.
3. Co to jest zredukowany moment bezwtadnosci?

4. Narysuj schemat kinematyczny modelu wciggarki i okresl rodzaje wystepujacych ruchow; dla elementu
poruszajacego sie ruchem plaskim wskaz potozenie chwilowego §rodka obrotu.
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Tabela 1: Moment oporéw mechanizmu wciagarki

masa minimalna mg_,, | masa maksymalna mg_, moment oporéw M,
nr
[ke] (ke [Nm]
1
2 M; =0.07358 [monlax = MO iy
3
wart. Sr.
Tabela 2: Masowe momenty bezwladnosci
nr czas zredukowany mom. bezwtl. momenty bezwladnosci tarcz A i B
mi t2 Jred . 103 JA . 103 JB . 103
[s| kg m?| kg m?] kg m?|
ke eksp. (17) eksp. (17)
bez tarcz | tarcza A | tarcza B | bez tarcz | tarcza A | tarcza B teoria
pom. | §r. pom. | ST.
przybl. przybl.
Sr. czas
dokt. doktl.
$r. czas
Sr. czas

Dane liczbowe

Masy talerzykow i krazka ruchomego:

my; = 0.34 kg, mys = 0.54 kg, my, = 0.385 kg.

Promienie bebna, kota hamulca i krazka: r, = 36 mm, r3 = 30 mm, rg, = 40 mm.

Momenty bezwtadnosci bebna, walkéw, kot zebatych i hamulca oraz krazka:

J1 =0.613-10~% kg-m?, Jo = 1.661 - 1072 kg-m?, J3 = 1.378 - 1072 kg-m?, J, = 0.317-10~* kg-m?, J5 = 2.988 - 103 kg-m?,
Js = 2.268 - 1073 kg-m?, J; = 0.293 - 10~ kg-m?, Jg = 4.019 - 10~ kg-m?>.

Liczby zebow kot: zy = 28, zo = 86

Droga talerzyka: so = 0.42 m.



