DRGANIA SWOBODNE UKLADU O DWOCH
STOPNIACH SWOBODY

Drgania i Dynamika Maszyn — Cwiczenie 7*

1 Cel éwiczenia

Eksperymentalne wyznaczenie czesto$ci drgan wlasnych oraz odpowiadajacych im postaci drgan uktadu dwoch
wahadel. Analiza i obserwacja postaci drgan odpowiadajacych tym czestosciom oraz zjawiska dudnienia.

2 Wstep teoretyczny

Badany uklad zostal przedstawiony na Rys. 1. Dwa identyczne wahadta fizyczne polaczone sa sprezyna o wspol-
czynniku sztywnosci k. Na konicu kazdego wahadta o dtugosci I znajduje sie masa m, ktéra jest rowna masie preta
my. Dla uproszczenia, masy m sg traktowane jako punkty materialne znajdujace si¢ w odlegtosci I od osi obrotu.
Sprezyna jest zamocowana w odlegltosci I = 0.51.

Rysunek 1: Model uktadu

Do wyprowadzenia modelu matematycznego uktadu dwoch wahadet zastosowano druga zasade dynamiki New-
tona dla ruchu obrotowego:

Bg =Y M, (1)
gdzie:

B — masowy moment bezwladnosci wahadta,
1, w2 — katy obrotu wahadel,
M — moment sit zewnetrznych dziatajacych na wahadta.

Masowy moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu kazdego wahadla wyraza sie nastepujaca zaleznoscia (m ~ m,):
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Korzystajac z rownan (1) i (2), mozemy wyprowadzi¢ rownania ruchu badanego uktadu w nastepujacej postaci:
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Uktad sprzezonych réwnan rozniczkowych (3) stanowi zlinearyzowana forme modelu matematycznego uktadu dwoch
wahadel. Po przeksztatceniach matematycznych model ten przyjmuje postac:
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*Autor: J. Wawrzecki, w: LABORATORIUM DRGAN MEcHANICZNYCH, K. Marynowski (red), Lodz 2002



Wprowadzajac warunki poczatkowe dostarcza sie porcje energii do uktadu w celu wywolania jego drgai swobodnych.
Rozwiazan szczegdlnych powyzszego jednorodnego uktadu réwnan rézniczkowych poszukuje sie wtedy w postaci:
1 = Ay sin(w,t + 0)

w2 = A sin(wpt + 9), (5)
gdzie:

wy, — nieznana (jeszcze) czestosé drgan whasnych,
Ay, As — amplitudy wyznaczane z warunkéw poczatkowych,
0 — faza wyznaczana takze z warunkow poczatkowych.

Aby wyznaczy¢ czestosci drgan wlasnych ukladu, podstawiamy rozwiazania (5) do réwnan (4). W rezultacie
otrzymujemy jednorodny uklad réwnan algebraicznych wzgledem nieznanych amplitud A; i As w nastepujacej
postaci:

(—bnwi + Ek11)A; + k12As =0,

ko1 Ay + (—bogw? + kag) Ag = 0, (6)
gdzie:
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Rozwiazania niezerowe ukladu (6) istnieja, gdy gtowny wyznacznik jest rowny zero. Zatem:
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Na podstawie réwnania (7) otrzymujemy réwnanie czestosci w postaci:

:ll _ b11koo + b22k11w72b + ki1kas — k12kan =0. (8)
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Rozwiazania réwnania (8) okreslaja dwie czesto$ci wlasne rozwazanego uktadu rownan:
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Z takimi dwiema czestosciami drgan wlasnych w; i ws masy wykonuja ruch harmoniczny. Tym samym istnieja
dwie gléwne postacie ruchu, odpowiadajace tym czestosciom uktadu. Podstawiajac wy do (6), otrzymujemy:

(=br1w? + k11) A1 + k1241 = 0,
ko1 A1 + (—bzzw% + ko) Ao =0, (10)

gdzie:

Aq1 — amplituda pierwszego wahadla odpowiadajaca pierwszej postaci drgan wlasnych,
Ao — amplituda drugiego wahadla odpowiadajaca pierwszej postaci drgani wlasnych.

Rownania (11) sa liniowo zalezne, co wynika z zerowania si¢ ich wyznacznika gtownego Na podstawie dowolnego z
rownan uktadu (10) mozna wyznaczy¢ stosunek amplitud v; = Ag1/A1; = 1. Oznacza to, ze oba wahadla poruszaja
sie razem w tym samym kierunku z tym samym wychyleniem. W procesie tym sprezyna sprzegajaca nie pracuje —
nie jest ani rozciggana, ani $ciskana.

W analogiczny sposob dla czestosci wlasnej wo otrzymuje sie stosunek amplitud vy = Ags /A2 = —1. Tym razem
oba wahadta maja te same amplitudy, lecz znajduja sie w przeciwnych fazach. Ruch ten jest symetryczny, a sSrodkowy
punkt sprezyny sprzegajacej nie przemieszcza sie. Otrzymane w ten sposéb stosunki nazywamy wspolczynnikami
gléwnych postaci drgan.

Ogolne rozwiazanie rownan ruchu (4) otrzymuje sie z superpozycji rozwigzan harmonicznych (5). Uwzgledniajac
obie postacie drgan, otrzymujemy:

©1 (t) = A} sin(wlt + (51) 4+ Ao SiH(UJQt + 52)
©Y2 (t) = A1 sin(w1t + 61) + Aq209 SiH(WQt + (52) (11)

Po uwzglednieniu wartosci v1 i vg, rozwiazania (11) mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

(pl(t) = A sin(wlt + 51) + Ao sin(wgt + (52)
©Y2 (t) = A sin(wlt + (51) — Aqo Sin(WQt + 52) (12)



gdzie: Aq1, A12, 01, 02 — wielkosci, ktore mozna wyznaczy¢ z warunkéow poczatkowych.
Powstaje pytanie: Jakie warunki poczatkowe nalezy zadac¢, aby zaobserwowaé gléwne postacie drgan? Przyj-
mijmy nastepujace oznaczenia:
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Podstawiajac zaleznosci (13) do rownan (12), otrzymujemy:
Y10 = A11 sin 51 + Alg sin 52,
Y20 = A11 sin 51 — A12 sin 627
w10 = Aj1wy cos dy + Aqaws cos s,
wao = Ajiwi cosd; — Ajaws cos Ja. (14)

Jesli chcemy zaobserwowaé pierwsza gtowna postaé¢ drgan, powinnismy zalozyé Ajo = 0. Wtedy @10 — @20 = 0,
©10/p20 = 1 = v1, a poczatkowe wychylenia wahadel sa proporcjonalne do pierwszej postaci drgan. Analogicznie,
w1p — wap = 0 oraz wig = wag (W szezegdlnosei mozna przyjac wig = wog = 0).

Oznacza to, ze drgania wlasne dla pierwszej postaci mozna zaobserwowaé¢ po wprowadzeniu warunku poczat-
kowego 19 = @20. Wtedy oba wahadla sg wychylone o ten sam kgt w tym samym kierunku. Analogicznie mozna
wykazaé, ze drgania wlasne dla drugiej postaci mozna zaobserwowaé¢ po wprowadzeniu warunku poczatkowego
10 = —20. Glowne postacie drgan wahadet zostaly przedstawione na Rys. 2.

a)

Rysunek 2: Glowne postaci drgan: a) pierwsza postaé, b) druga postaé

3 Zjawisko dudnienia

Interesujacy przypadek mozna zaobserwowaé, gdy warunki poczatkowe maja postaé: p19 = g oraz o9 = 0,wig =
wao = 0. Na podstawie rownan (14) otrzymujemy:

Yo = A11 sin (51 + A12 sin 52,
0= A11 sin 51 — A12 sin 52,
0 = Ajqwq cosdy + Aisws cos o,
0= Aj1wq cosdp — Aqaws cOS Oa. (15)
Z dwoch pierwszych zaleznosci uktadu (15) otrzymuje sie:
10 = 2A11 8ind; (16)
Z trzeciego i czwartego rownania uktadu (15) otrzymuje sie §; = d2 = 7/2. Uwzgledniajac powyzsze zaleznoSci,
uzyskujemy:
1

A=A = 5 P0- (17)

Wtedy ogodlne rozwiazanie rownar ruchu (12) przyjmuje nastepujaca postaé:
1 1
p1(t) = %0 cos wit + %0 cos woat,
1 1
pa(t) = %0 cos wit — 50 cos woat. (18)

Stosujac wzory trygonometryczne, wyrazenia (18) mozna przedstawi¢ w formie:

Sﬁl(t) = g COS Mt cos Mt
2 2
pa(t) = g sin (u&;wlt) sin (WQ;MQ (19)



Przebieg czasowy rozwiazan (19) zostal przedstawiony na Rys. 3. Jak wida¢, w przypadku dwoch identycznych
sprzezonych ukladéw o jednym stopniu swobody, w badanym ukladzie mozna zaobserwowac¢ zjawisko dudnienia.
Energia wprowadzona przez warunki poczatkowe jest przenoszona w sposéb okresowy z pierwszego uktadu do
drugiego. Zjawisko to ilustruje Rys. 4.
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Rysunek 3: Przebieg czasowy rozwiazan (19)

Poczatkowo porusza sie pierwsze wahadlo, podczas gdy drugie jest nieruchome. Ruch ten mozna zinterpretowaé
jako sume dwoch gléwnych postaci drgain o odpowiadajacych im czestosciach wlasnych wy i we (Rys. 4a). Jesli
wartosci czestosci whasnych sa bliskie, potrzebny jest pewien czas (kilka okresow), aby zaobserwowaé przesuniecie
fazowe. Po tym czasie przesuniecie fazowe wynosi 180° (Rys. 4b). Wtedy pierwsze wahadlo zatrzymuje sie, a drugie
oscyluje z amplituda ¢g. Zjawisko to powtarza sie, a drgania przenosza sie z jednego wahadta na drugie.
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Rysunek 4: Tlustracja zjawiska dudnienia

4 Stanowisko pomiarowe

Schemat stanowiska pomiarowego przedstawiono na Rys. 5. Stanowisko to odpowiada modelowi teoretycznemu
zaprezentowanemu na Rys. 1. Oba wahadla sg zawieszone na pryzmach i moga oscylowaé¢ wylacznie w plaszczyznie
pionowej.

=



Rysunek 5: Schemat stanowiska pomiarowego

Przebieg ¢wiczenia

1. Wyznaczy¢ parametry fizyczne elementéow ukladu:
(a) zmierzy¢ dlugosci wahadet,
(b) zwazy¢ prety oraz walce na ich koricach, przyja¢ wartosé¢ srednia mas,
(¢) wyznaczy¢ sztywnosé sprezyny sprzegajacej wyznaczajac wartosé srednig z jej 2-3 ugieé¢ pod znanymi
obciagzeniami w zakresie uzytkowym.
2. Wyznaczy¢ eksperymentalnie pierwsza czestos$é drgan wlasnych:

(a) poczatkowo oba wahadla zostaja wychylone o ten sam kat w tym samym kierunku,
(b) zmierzy¢ stoperem czas 20 okresow drgan wlasnych,

(¢) pomiar czasu 20 okresow nalezy powtorzy¢ dwukrotnie,

(d) obliczy¢ srednia wartosé okresu,

(e) na podstawie okresu drgan wlasnych obliczy¢ pierwsza czestosé drgan wlasnych.

3. Wyznaczy¢ eksperymentalnie druga czesto$é drgan wlasnych:

a) poczatkowo oba wahadla zostaja wychylone o ten sam kat, lecz w przeciwnych kierunkach,
b) zmierzy¢ stoperem czas 20 okreséw drgan wlasnych,

(¢) pomiar czasu 20 okresow nalezy powtorzy¢ dwukrotnie,

d) obliczy¢ srednia wartosé okresu,

(e) na podstawie okresu drgari wlasnych obliczy¢ druga czestosé drgan whasnych.

a) poczatkowo jedno wahadlo zostaje wychylone o niewielki kat (¢o < 5°),
) zmierzy¢ stoperem czas 5 okresow dudnienia,
) powtorzy¢ dwukrotnie pomiar czasu 5 okresow,

d) obliczy¢ srednia warto$é okresu dudnienia,
) na podstawie okresu dudnienia obliczy¢ czestosé dudnienia.

5. Poréwnaé wyniki eksperymentalne i teoretyczne:

(a) obliczy¢ czestosci drgan wlasnych wg teorii wy i wg na podstawie rownar (9),
(b) obliczy¢ teoretyczna czestosé dudnienia wg = we — wy,
(¢) przeanalizowa¢ wyniki eksperymentalne i teoretyczne.
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Wyniki pomiaréw parametréw fizycznych

sztywnosé sprezyny k [N/m]
masa preta my, [kg]
masa na koricu preta m [ke]
dlugosé preta | [m]

Wyznaczenie pierwszej czestosci drgan

wlasnych

Czas 20 okresow drgan wlasnych

T, = Tia =

[s]

T3

Srednia warto$é okresu: T3

3x20

_ Tii+Tio+Tis _

ls]

Wartosé 1. czestosci drgan wlasnych: w; =

2w

Th

[rad/s|

Wyznaczenie drugiej czestosci drgan wlasnych

Czas 20 okresow drgan wlasnych

Ty = T =

[s]

T23 =

Srednia wartos¢ okresu: 17 = a0

To14Too+Th3

Wartosé 1. czestosci drgan wlasnych: wy =

2m

T

Wyznaczenie czestosci dudnienia

Czas 5 okresow dudnienia

Ty = Ty =

ls]

Ty3

ls]

Srednia warto$é okresu: Ty

_ Tya+Tyo+Ty3
3x20

[s]

Warto$é czestosci dudnienia: wyg =

27

Tq

[rad/s]

Obliczenie teoretycznej wartosci 1. i 2. czestosci drgann wlasnych oraz czestosci dudnienia

w =28 = jrad /s
Wy = %%—}—%%: [rad/s]
Wy =Wy — Wy = [rad/s|




