DRGANIA SWOBODNE UKLADU O DWOCH
STOPNIACH SWOBODY

Drgania i Dynamika Maszyn — Cwiczenie 7 *

1 Cel éwiczenia

Doswiadczalne wyznaczenie czestosci drgan wlasnych uktadu o dwoéch stopniach swobody, pokazanie postaci drgan
odpowiadajacych tym czestosciom, a takze obserwacja i analiza zjawiska dudnienia.

2 Wprowadzenie teoretyczne

Przedmiotem rozwazan jest uklad przedstawiony na Rys. 7.1. Sktada sie on z dwoch jednakowych wahadel fizycz-
nych potaczonych sprezyng o sztywnosci k. Wahadla charakteryzuja sie tym, ze masa ciala m zamocowanego na
koncu preta o dlugosci [ jest w przyblizeniu réwna masie preta m,. Dla uproszczenia pominieto wymiary zawieszo-
nych ciezarkéw, traktujac je jako ciala o masach skupionych w punktach, w odlegtosci I od osi obrotu. Sprezyna
jest zamocowana w odleglosci od osi obrotu, przy czym [y = 0,51.

Rysunek 1: Model uktadu

Do wyznaczenia dynamicznych rownan ruchu wokét polozen réwnowagi wahadet przedstawionych na Rys. 1 w
postaci zlinearyzowanej zastosowano drugg zasade Newtona dla ruchu obrotowego:

Bp=> M, (1)

gdzie:

e B — masowy moment bezwladnosci wahadta;
e ¢ — kat obrotu wahadta mierzony od polozenia réwnowagi (Rys. 1);
e M — moment sit zewnetrznych (sit ciezkosci oraz sit ugiecia sprezyny) dzialajacych na wahadto.

Masowy moment bezwtadnosci wahadla wzgledem osi obrotu okresla zaleznosé:

? 4
B= mg’ +mi? = Zmi. 2)
Dla pierwszego wahadla wykonujacego male drgania wokoét potozenia rownowagi, dynamiczne réwnanie ruchu
(1) ma nastepujaca postac:

éml%ﬁ*f Myt 4+ mgl b1 —k E2¢> +k 52(;5 (3)

3 1= 99 g 1 B 1 B 2.
Analogiczne réwnanie ruchu drugiego wahadla jest postaci:

4 - l 1> 1>
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Uktad sprzezonych réwnan rézniczkowych (3) i (4) stanowi zlinearyzowany model matematyczny badanego
uktadu. Po przeksztatceniach model ten mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

4 P 3 k2 k2

gml2¢1 + (2mgl + 4> 1 — TQSQ =0;

4 L. (3 ki2 ki? (5)
gml 2 + §mgl o 2 — Tqﬁl =0.

Wprowadzajac warunki poczatkowe dostarcza sie porcje energii do uktadu w celu wywolania jego drgan swo-
bodnych. Rozwiazan szczegdlnych jednorodnego uktadu rownari rézniczkowych (5) poszukuje sie wtedy w postaci:

¢1 = Apsin(at + 9); (©)
P2 = Agsin(at + 0).

Po podstawieniu rozwiazan (6) do (5) i sformulowaniu warunku spelniania rozwiazan w kazdej chwili czasu,
otrzymuje sie jednorodny uktad réwnan algebraicznych z niewiadomymi amplitudami A; i Ay oraz czestoscia o

jako parametrem w postaci:
(=b110?® + k11) A1 + k124> = 0;

7
ko1 Ay + (—baaa® + kog) Ay = 0, ")

2

. 2
gdzie: by; = bag = %mlz; k1o = ko1 = —%; ki1 = koo = %mgl + %~

Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan ukladu rownan (7) jest zerowanie sie jego wyznacznika gtownego:

—brio® + ki k12
=0. 8
ka1 —boo0® + koo ®
Na podstawie warunku (8) otrzymuje sie rownanie czestosci w postaci:

4 b11k22 + b22k11 2 k11k22 - k12k21
b11b22 b11b22

—0. 9)

Rozwiazujac rownanie dwukwadratowe (9) wyznacza sie czestosci wlasne badanego uktadu:

2 _ 99,
ST
2 99 3k (10)
oy = =5+ —-—.
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Istnieja wiec zawsze dwie czestosci kolowe oy oraz ag, przy ktérych mozliwe sa drgania harmoniczne rozpa-
trywanego uktadu. Posta¢ drgan ukladu, przy ktérej wykonuje on drgania harmoniczne, nazywa sie postacia
glowna drgan. Podstawiajac do ukladu réwnan algebraicznych (7) a3 w miejsce a, otrzymuje sie uktad rownan
dla amplitud drgan swobodnych pierwszej postaci:

(—bnoz% + k11)A11 + k12421 = 0;

(11)
ko1 A1y + (—baoad + kao)Agy = 0,

gdzie:
Aq1 — amplituda drgan wahadla pierwszego odpowiadajaca pierwszej postaci drgan,
Ay — amplituda drgan wahadta drugiego odpowiadajgca pierwszej postaci drgan.

Rownania (11) sa liniowo zalezne, co wynika z zerowania sie ich wyznacznika gtownego. Z dowolnego z nich mozna
wyznaczy¢ warto$¢ stosunku amplitud v; = Agq /A1 = 1, okredlajacy postaé ukladu w czasie drgari harmonicznych
o czestodcl ag.

Postepujac analogicznie z czestodcia asg, otrzymuje sie wartosé stosunku vo = Aga /A9 = —1. Otrzymane w ten
sposob stosunki nazywamy wspoétczynnikami glownych postaci drgan.

Rozwiazanie ogdlne rozpatrywanego uktadu rownan (5) mozna przedstawi¢ w postaci:

(bl (t) = A sin(alt =+ 51) + Ao sin(agt =+ 52);

12
(bg(t) = A11q sin(alt + (51) + A1 sin(agt + 52) ( )

Po uwzglednieniu wartosci liczbowych vy oraz vy rozwiazania (12) mozna zapisaé¢ w postaci:
d)l (t) = A11 SiIl(Oélt + 51) + A12 SiIl(OéQt + 52), (13)

(bg (t) = A sin(alt + (51) — Ao sin(agt =+ (52),

gdzie: Aq1, A1a, 01,02 — stale zalezne od warunkéow poczatkowych.



Mozna postawi¢ pytanie: Jakie warunki poczatkowe nalezy zadaé, aby obserwowaé poszczegoélne gtéwne postacie
drgan? Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

$10 = ¢1(t =0); 20 = ¢2(t = 0);

dor| . doe (1)

wig = ;o wap = .
10 dt |,y 20 dt |,_,

Uwzgledniajac (14) w (13) otrzymuje sie:

$10 = Aq18indy + A1z sindy;
¢20 = Aq18ind; — Ajpsindo;

(15)

w10 = A11a1 COS 51 + Algag COs 52;

W20 = A11a1 COSs (51 — A12042 COS (52.

Jesli chcemy obserwowaé¢ drgania pierwszej postaci musimy zalozy¢ Ao = 0. Wowcezas ¢19 — ¢o9 = 0, czyli
¢10/P20 = 1 = vy, zatem warunki poczatkowe dotyczace przemieszczeri wahadel sa proporcjonalne do postaci
glownej drgan. Analogicznie w19 — wag = 0, czyli wip = wag (W szczegdlnosei mozna przyjac wig = wag = 0).

Oznacza to, ze drgania wlasne pierwszej postaci mozna obserwowaé¢ przy przyjeciu warunku poczatkowego
®10 = P20, co oznacza wychylenie obu wahadel o ten sam kat (w odniesieniu do jego wartosci i znaku). Postepujac
analogicznie, mozna doj$¢ do wniosku, ze drgania wlasne drugiej postaci wystepuja przy warunku poczatkowym
¢10 = —¢29. Obraz graficzny drgan wlasnych pierwszej i drugiej postaci przedstawia Rys. 2.

a)

Rysunek 2: Postacie drgan wlasnych a) pierwsza, b) druga

2.1 Zjawisko dudnienia

Ciekawy przypadek mozna otrzymaé przyjmujac w chwili poczatkowej ruchu wahadel: ¢19 = ¢g oraz ¢o9 = 0,
w1p = wap = 0. Na podstawie (15) jest wowczas:

¢0 = A11 sin (51 + A12 sin 52;
0= A11 sin 51 — A12 sin 52;

16
0= Aj1aq cosdy + Ajaas cos da; (16)
0= A11041 COS (51 — Algag COS 52.
Z pierwszego i drugiego réwnania (16) otrzymuje sie:
(}510 =2A1;sind;. (17)

Z trzeciego i czwartego rownania (16) oraz z warunku istnienia niezerowych rozwiazan dla A;; i Aj2 otrzymuje
sie §; = 09 = /2. Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci otrzymuje sie:

1
A=A = §¢0, (18)
oraz rozwigzanie ogdlne w nastepujacej postaci:

1 1
o1(t) = 5@50 cosait + 5(150 cos aat;
(19)

1 1
da(t) = §¢0 cos ayt — §¢0 cos aat.

Korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych wyrazenia (19) mozna przedstawié nastepujaco:
Qg — @ Qg+«
@1(t) = ¢ cos (22115) cos <2;1t> ;

$2(t) = ¢y sin <O‘22O‘1t> sin <O‘2;a1t> .
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Rysunek 3: Rozwiazania (20) ilustrujace zjawisko dudnienia

Przebieg rozwiazan (20) przedstawia Rys. 3. Wida¢, ze w przypadku sprzezenia dwoch identycznych uktadow
drgajacych o jednym stopniu swobody drgania w ukladzie sprzezonym maja charakter dudnieni. Energia okreslona
przez warunki poczatkowe jest przekazywana okresowo z jednego ukladu do drugiego. Zjawisko to przedstawione
jest na Rys. 4.

W pierwszej chwili wahadlo 1 wykonuje drgania, wahadlo 2 jest nieruchome (Rys. 4a). Ruch ten mozna zinterpre-
towaé jako sume dwoch drgan wlasnych pierwszej i drugiej postaci o czestosciach a; i ag. Przy dostatecznie bliskich
warto$ciach tych czestosci potrzeba pewnego czasu (odpowiadajacego kilku okresom), aby nastapilo przesuniecie
faz. W pewnej chwili przesuniecie faz obu postaci wynosi 180°, co ilustruje Rys. 4b. Dodajac oba przedstawione ru-

chy, mozna zauwazy¢, ze wahadlo 1 jest teraz nieruchome, podczas gdy wahadlo 2 wykonuje drgania o amplitudzie
¢o. Zjawisko to powtarza si¢ i drgania przenosza si¢ z jednego wahadla na drugie.
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Rysunek 4: Postacie drgan wlasnych a) pierwsza, b) druga
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3 Stanowisko pomiarowe

Stanowisko pomiarowe jest przedstawione schematycznie na Rys. 5. Odpowiada ono modelowi teoretycznemu przed-
stawionemu na Rys. 1. Wahadta sg podparte w dwoch pryzmach i moga wykonywaé drgania tylko w plaszczyznie
pionowej.
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Rysunek 5: Schemat stanowiska pomiarowego

4 Przebieg ¢wiczenia

1. W celu wyznaczenia pierwszej czestosci drgan wtasnych ukladu nalezy:

(a) wychyli¢ oba wahadla o taki sam kat co do wartosci i zwrotu,
) przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 20 okreséw drgan swobodnych,
(¢) pomiar czasu 20 okresow drgani powtorzyé dwukrotnie,
(d) obliczy¢ wartosé srednia okresu drgar swobodnych,
)

na podstawie obliczonej wartosci okresu wyznaczy¢ warto$é pierwszej czestosci drgan wtasnych badanego
uktadu.

elu wyznaczenia drugiej czestosci drgann wtasnych uktadu nalezy:

wychyli¢ oba wahadla o takie same katy co do wartosci, lecz o przeciwnych zwrotach,
przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 20 okreséw drgan swobodnych,

¢
)
)
(c) pomiar czasu 20 okreséw drgan powtorzyé dwukrotnie,
) obliczy¢ wartosé srednia okresu drgan swobodnych,
)

na podstawie obliczonej wartosci okresu wyznaczyé¢ warto$é¢ drugiej czestosci drgari wtasnych badanego
uktadu.

elu wyznaczenia czestosci dudnienia nalezy:

wychyli¢ jedno wahadlo o maly kat (¢g < 5°),
przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 5 okreséw dudnienia,

¢
)
)
(¢) pomiar czasu 5 okresow dudnienia powtorzy¢ dwukrotnie,
) obliczyé wartosé srednig okresu dudnienia,

)

na podstawie obliczonej wartosci okresu wyznaczy¢ wartosé czestosci dudnienia.
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Wyznaczenie I-szej czestosci kotowej drgan wlasnych ukladu

Czas 20 okresow drgan swobodnych:

Tll R [S], T12 R [S], T13 SRR [S]
L . . L Ti4Tio4Tis
Wartos¢ srednia okresu drgan swobodnych: 77 = =12 aib1s = oo

Wartosé I-szej czestosci kotowej drgan wlasnych: o = % T

Wyznaczenie 11-giej czestosci kolowej drgan wlasnych uktadu

Czas 20 okresow drgan swobodnych:

T21 R [S], T22 R [S]; T23 Y [S]
Wartosé érednia okresu drgai swobodnych: Tp = % e T

Wartosé Il-giej czestosci kotowej drgan wtasnych: as = QT—: =

Wyznaczenie czestosci dudnienia

Czas 5 okresow dudnienia:

Ta14+Ta2+Tas

Wartosé érednia okresu dudnienia: Ty = St =

Wartosé czestosci dudnienia: ag = QT—: =

Zmierzone i wyznaczone dane liczbowe:
sztywnosé sprezyny: k= ............... ;
masa na koricu preta: m=............... ;
dhugosé preta: [ =...............

Wiyniki obliczen teoretycznych
Obliczenie pierwszej czestosci kotowej drgan wlasnych:

99
a1 = T T e i e
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Obliczenie drugiej czestosci kotowej drgan wlasnych:

o _\/W_
2 — Y Sm_ ...............

Obliczenie czestosci dudnienia:

Por6éwnanie wynikow doswiadczalnych i teoretycznych

‘Whioski



