WYZNACZANIE CZESTOSCI REZONANSOWYCH
DRGAN SKRETNYCH WALU

Drgania i Dynamika Maszyn — Cwiczenie 5*

1 Cel ¢éwiczenia

Pomiar czestosci rezonansowych drgan skretnych walu z trzema tarczami i obserwacja odpowiadajacych im postaci
skrecenia walu oraz poréwnanie wartosci czestosci rezonansowych uzyskanych z pomiaréw z czestosciami drgan
wtasnych obliczonymi analitycznie.

2 Wprowadzenie teoretyczne

Model rozpatrywanego ukladu drgajacego przedstawia Rys. 1. Jest to uktad o trzech stopniach swobody. Rozpatruje
sie drgania wlasne skretne (drgania swobodne) ukladu, gdy watl jest utwieradzony na konicu. Na wale o sztywnosciach
k1 i k osadzone sg trzy jednakowe tarcze o momencie bezwladnosci B.
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Rysunek 1: Model uktadu drgajacego

Roéwnania rézniczkowe ruchu maja nastepujaca postac:
B@1 + k(p1 — @2) + ki(p1 — ¢o) = 0
Bgs + k(p2 — p3) — k(g1 — ¢2) =0
Bgs — k(2 —¢3) =0

W celu wyznaczenia czestosci drgain wlasnych skretnych ukladu zastosowano metode Holzera. Rozwiazania
szczegolne ukladu réwnan (1) przewiduje sie w postaci funkcji harmonicznych:

(1)

w1 = Pysinat; @ = Poysinat; 3 = P3sinat, (2)

gdzie: a — poszukiwana czesto$¢ wlasna drgan swobodnych, ®;, ®5, &3 — amplitudy drgan skretnych poszcze-

golnych tarcz. Po podstawieniu rozwiazan (2) do uktadu réwnan rozniczkowych (1) otrzymuje sie uklad rownan
algebraicznych:

B(I’l(XQ - k‘(‘I)l - (DQ) - kl(q)l - (I)o)

B®ya? — k(®y — ®3) + k(P — By)

Bd3a? 4 k(®y — $3) =0

0; 3)
0; (4)

: ()
Uklad rownan (3)—(5) jest podstawa programu obliczeni czestosci drgan wlasnych skretnych badanego ukladu.

Zaklada sie dowolng wartos¢ amplitudy drgan tarczy trzeciej @3, np. 3 = 1 rad, i wstawiajac nastepnie wartosé
a ze spodziewanego zakresu czestosci, na podstawie (5) wyznacza sie wartos¢ amplitudy Ps:

B(I>3a2
k

Wyznaczona warto$¢ &, uwzglednia sie w réwnaniu (5.4) i oblicza warto$é¢ amplitudy ®;:

Py = Dy — (6)

B(I)QOé2 + B<I>3a2
k

*Autor: B. Jagielto, w: LABORATORIUM DRGAN MEcHANICZNYCH, K. Marynowski (red), £.6dz 2002
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Wyznaczona wartos¢ &1 uwzglednia sie w réwnaniu (5.3) i oblicza sie wartosé amplitudy ®g:

(I)O _ CI)l _ BCI)1Q2 + B(I]::Q(XQ + B<I>3a2 (8)
1

Jesli « jest czesto$cia wlasna rozpatrywanego uktadu, musi byé spelniony warunek brzegowy ®3 = 0. Powyzszy
opis wskazuje, ze metoda Holzera zastosowana do rozpatrywanego uktadu polega na poszukiwaniu miejsc zerowych
funkcji (8). Dzieje sie to poprzez wyznaczanie wartosci tej funkcji dla kolejno przyjmowanych wartosci a. Jesli
zalozona warto$¢ a nie jest czestoscig wltasna uktadu réwniez nie bedzie spetniony warunek brzegowy zerowania
sie amplitudy ®¢. Przyjmowane wartosci a zageszcza sie w okolicy miejsca zerowego (zmiany znaku wartosci @),
az do osiggniecia zerujacej wartosci « (czestosci wlasnej) z zadang dokladnoscia.

2.1 Przyklad obliczeniowy

Przy uzyciu metody Holzera wyznaczy¢ czestosci drgan wlasnych skretnych oraz gtéwne postacie drgan sprezystego
bezmasowego walu z osadzonymi na nim dwoma krazkami o masowych momentach bezwladnosci By i Bs (Rys. 2).
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Rysunek 2: Model watu

Dane liczbowe:

Bi=By,=B=10%kgm? Jo=10%m* 1 =0=01m; G=8x10""Nm %
Rozwigzanie:

Sztywnosé skretng odcinkdow watu obliczamy ze wzoru:

GJo 8x10'0x 1076
I 0,1

Roéwnania drgan skretnych rozpatrywanego uktadu, ktérego schemat przedstawia Rys. 5.2 maja nastepujaca postaé:

k= =8 x 10° Nm rad ! (a)

By = —ki1p1 + ko2 = Bér + k(p1 —¢2) =0 (b)
By = —kps — kpa + ko1 + koo = Bga — k(o1 — ¢2) + k(g2 — o) =0 (c)
Rozwiazania rownaii (b) i (¢) przewidziano w postaci funkcji harmonicznych:
p1 = Pysinat;  po = Posinat (d)
Po podstawieniu rozwiazan (d) do rownan (b) i (¢) otrzymuje sie uktad rownan algebraicznych:
—B®1a? + k(D) — ®y) =0 (e)
—B®ya? — k(@) — ®3) + k(P2 — Pg) =0 (f)

Zakltadamy wartos¢é amplitudy ®; = 1 rad i wstawiamy warto$é o = 1,5 x 10° rad/s ze spodziewanego zakresu
czestosci. Na podstawie (e) wyznaczamy wartosé amplitudy ®s:

B®a? 107% x 1 x 2,25 x 1010
Dy =Py — =1- : =1-0,28125 = 1 d
2 1 . 3% 105 0,28125 = 0, 71875 ra (2)
Wyznaczona wartos¢ o uwzgledniamy w rownaniu (f) i obliczamy ®g:
B®,a?% + B®ya? 107° x 2,25 x 10'%(1 40, 71875
Dy = Py — 21& Z 29 0, 71875 — X % ;X 10§ t9 ) _ 0,235 rad (h)

Widaé, ze wstawiona wartosé o = 1,5 x 10° rad /s nie jest czestoscia wlasna rozpatrywanego uktadu, poniewaz nie
jest spelniony warunek brzegowy ®¢ = 0. Resztkowa warto$é¢ amplitudy dla tej czestosci wynosi A® = 0,235 rad.
Tabela obliczeniowa 1 przedstawia przebieg przeprowadzonych obliczen.

Tabela 1: Tabela obliczeniowa 1 (a; = 1,5 x 10° rad/s, A® = 0, 2351 rad)

Pkt obl B (kgm?) Ba? (Nm) & (rad) Ba?® (Nm) XBa?® (Nm) k (Nm/rad) XBa?®/k (rad)

1 1075 2,25 x10° 1,0 2,25 x 10° 2,25 x 10° 8 x 10° 0,28125
2 107° 2,25 x 105 0,7187 1,62 x 10° 3,87 x 10° 8 x 10° 0,48375




Przyjmujemy teraz nastepng warto$é czestosci a = 2 x 10° rad/s i ponawiamy obliczenia, wyniki patrz Tabela 2.

Tabela 2: Tabela obliczeniowa 2 (a; = 2 x 10° rad/s, A® = —0, 25 rad)

Pkt obl B (kgm?) Ba? (Nm) & (rad) Ba?® (Nm) XBa?® (Nm) k (Nm/rad) XBa?®/k (rad)

1 10-3 4 x 107 1,0 4% 10° 4 x 10° 8 x 10° 0,5
2 103 4 x 107 0,5 2 x 10° 6 x 10° 8 x 107 0,75

Na podstawie uzyskanych wynikéw warto okresli¢ zaleznos$é resztkowej wartosci amplitudy od czesto$ci w postaci
graficznej, ktora utatwi znalezienie poszukiwanej czestosci wlasnej. Wykres na Rys. 3 wskazuje, ze pierwszej czestosci
wlasnej nalezy poszukiwaé tuz ponizej wartogci 1.75 x 10° rad/s.
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Rysunek 3: Zalezno$¢ resztkowej wartosci amplitudy od czestosci

Tabela 3: Tabela obliczeniowa 3 (a1 = 1,746 x 10° rad/s, A® = 0,002 rad)

P-t obl B (kgm?) Ba? (Nm) @& (rad) Ba?® (Nm) XBa?® (Nm) k (Nm/rad) ¥Ba’®/k (rad)

1 107° 3,05 x 10° 1,0 3,05 x 10° 3,05 x 10° 8 x 10° 0,381
2 107° 3,05 x 10° 0,619 1,89 x 10° 4,93 x 10° 8 x 10° 0,617

Whyniki obliczeri przedstawione w Tabeli obliczeniowej 3 wskazuja, ze pierwsza czestosé drgan wlasnych skretnych
wynosi a; = 1.746 x 105 rad/s. Przeprowadzajac analogiczny cykl obliczen mozemy wyznaczyé¢ wartoéé drugiej
czestoéci drgan wlasnych, ktéra wynosi as = 4.576 x 10° rad /s, patrz Tabela 4.

Tabela 4: Tabela obliczeniowa 4 (ap = 4,576 x 10° rad/s, A® = —0,002 rad)

P-t obl B (kgm?) Bo? (Nm) & (rad) Ba?® (Nm) XBa?® (Nm) k (Nm/rad) XBa?®/k (rad)

1 107° 20,94 x 10° 1,0 20,94 x 10° 20,94 x 10° 8 x 10° 2,617
2 10° 20,94 x 10°  -1,617 —33,86 x 10° —12,92 x 10° 8 x 10° -1,615

Glowne postacie drgan wlasnych skretnych rozpatrywanego uktadu okreslaja stosunki amplitud drgan odpowia-
dajace wyznaczonym czesto$ciom drgan wilasnych. Stosunki te mozna odczytaé odpowiednio z czwartej kolumny
Tabeli 3 dla pierwszej czesto$ci drgan wlasnych oraz z czwartej kolumny Tabeli 4 dla drugiej czestosci drgan
wlasnych. Gléwne postacie drgai w postaci graficznej przedstawia Rys. 4.

B =1,0 P =10
/\<I>2:0,619 |
| | By = 1,617
a) b)

Rysunek 4: Gléwne postacie drgan odpowiadajace: a) pierwszej oraz b) drugiej czestosci drgan wlasnych

3 Stanowisko pomiarowe

Schemat stanowiska pomiarowego przedstawia Rys. 5. Sktada sie ono z pionowej kolumny 1 z podstawa oraz watu
2 o dlugosci 0.8 m i érednicy 0.004 m z osadzonymi nan trzema tarczami. Dolny koniec walu jest utwieradzony, a



gérny koniec lozyskowany w sposéb umozliwiajacy jego swobodny obrét. Drgania skretne uktadu wymuszane sa ki-
nematycznie za posrednictwem mechanizmu dzwigniowego 3. Wartos¢ regulowanej czestosci wymuszenia odczytuje
sie na mierniku 4. Nitki 5 polaczone z tarczami pokazuja odpowiednie postacie kata skrecenia walu.
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Rysunek 5: Schemat stanowiska pomiarowego

4 Przebieg ¢wiczenia

1. Metoda Holzera obliczy¢ wartosci czestosci drgan wlasnych skretnych ukladu wykorzystujac w tym celu
zamieszczong ponizej tabele obliczeniowa. Na poczatku obliczen nalezy przyjaé¢ kolejno wartosci krancowe
«a ze spodziewanego zakresu czestosci, w ktérym nalezy prowadzié poszukiwania. Uzyskane w ten sposéb
wyniki dotyczace resztkowych wartosci amplitudy A® ultatwiaja okreslenie doktadnej wartosci « po zawezeniu
obszaru poszukiwani do tych wartosci czestosci, przy ktorych wystepuje zmiana znaku A®. Do wykonania
obliczen mozna wykorzysta¢ arkusz kalkulacyjny budujac tabele z formutami wyliczajacymi wartosci kolejnych
katow ®;, i = 2,1,0, (wzory (6)—(8)) dla zalozonej wartosci kata ®3 = 1 rad.

A B C D E F
BOD.a’ 2 2 BO. a*+BD_ o> +BD, o>
: f O.=D.— 3 ® =k — B(I}zﬁ' +B(I33C( o= 10’ 2“ 30’
@ (1)3 2 3 k 1—*2 k 01 kl
2 Hz rad/s | rad rad rad rad
3 1 6.28 1 0.9745 0.9241 0.7762
A 2 12 BA 1 N Qaan N 7NA2 n 1722

Rysunek 6: Schemat obliczenn w arkuszu kalkulacyjnym, schemat jak na Rys. 1

Dane liczbowe:

B =0.0085 kgm?; %k =13.14 Nm/rad; k; = 6.57 Nm/rad;

Aa; =2 Hz + 2.5 Hz — spodziewany zakres czestosci, w ktérym nalezy poszukiwaé 1. czestosci wlasnej;
Aag = 6.8 Hz + 7.2 Hz — spodziewany zakres czestosci, w ktorym nalezy poszukiwaé 2. czestosci wlasnej;
Aaz = 10 Hz + 12 Hz — spodziewany zakres czestosci, w ktorym nalezy poszukiwaé 3. czestosci wlasne;j.

2. Uruchomié¢ uktad wzbudzajacy drgania skretne tarcz i dokonaé¢ pomiaru trzech kolejnych czestosci rezonan-
sowych, przy ktorych obserwuje si¢ wystepowanie lokalnych maksiméw amplitudy drgain skretnych tarcz.
Katy skrecenia tarcz obserwuje sie za pomoca nitek, ktére przy zmianie polozenia tarcz przy czestosciach
rezonansowych tworza ksztalty odpowiadajace gléwnym postaciom drgan.

3. Odczytane z miernika wartosci czestosci rezonansowych zamiesci¢ w tabeli pomiarowe;j.

4. Narysowaé zaobserwowane postacie drgan.

5. Dokonaé¢ poroéwnania wynikéw obliczeil z rezultatami badan doswiadczalnych i sformutowaé wlasne wnioski.
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