Cwiczenie 4
PredkoSci krytyczne wirujacego walu o masie rozlozonej w sposob ciagly

Cel ¢wiczenia
Celem c¢wiczenia jest okreSlenie wartoSci predkosci krytycznych wirujacego watu oraz
obserwacja postaci gtéwnych drgan.
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Rysunek 1.

Zacznijmy od przypomnienia pewnych faktow z dziedziny wytrzymatoSci materialéw. Na
rysunku la przedstawiono belke wspornikowa o sztywnoSci EI 1 dlugoSci /, obcigzona na
swobodnym koncu sifa poprzeczna F. Potrafimy napisa¢ réwnanie rozniczkowe opisujace
zalezno$¢ pomigdzy druga pochodna ugigcia belki a momentem gnacym:

Ely"(x)=F(l—x) (1)

Liniowa zalezno$¢ y'' od wspéirzednej x pokazuje rysunek lc. Po scatkowaniu réwnania (1)
otrzymuje si¢ funkcj¢ okreslajaca kat ugigcia belki y':

Ely'(x) = F(lx — ;J (2)

Paraboliczng zalezno$¢ y' od wspdtrzednej x pokazuje rysunek 1b. Po scatkowaniu réwnania (2)
otrzymuje si¢ funkcje¢ okreslajaca ugiecie belki y:

Ix* x°
Ely(x) = F(7 — EJ’ (3)

Zalezno$¢ (krzywa trzeciego stopnia) y od wspotrzednej x pokazuje rysunek la. To sg
podstawowe wiadomosSci znane z wytrzymatoSci materialdow. Wroé¢my do réwnania (1). Po
zrozniczkowaniu réwnania (1) otrzymuje si¢ funkcje okreslajaca site tnaca w belce:

Ely"(x) = -F. 4)

Sita tngca pokazana jest na rysunku 1d.

Nalezy zauwazy¢, ze zapisanie rownan (1) — (4) mozliwe byto dzigku temu, ze obciazenie belki
jest znane, a w szczegOlnosci, ze jest niezalezne od ugigcia belki y(x).

Kolejny przyktad:
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Rysunek 2.

Na rysunku 2a przedstawiono belke wspornikowa o sztywnosSci EI 1 dtugosci /, obciazona na
nalej dlugosci stalym obciazeniem ciaglym o intensywnosci f(x) (N/m !). Potrafimy napisac
rOwnanie rézniczkowe opisujace zalezno$¢ pomigdzy druga pochodna ugigcia belki a
momentem gnacym:

Ely"(x) = f(X)(I_TX) )

Paraboliczng zalezno$¢ y'’ od wspoétrzednej x pokazuje rysunek 2c. Po scatkowaniu réwnania
(5) otrzymuje si¢ funkcje okreslajaca kat ugigcia belki y':

Ely'(x) = f(X)[%X—IX?+%J- ©)

Zaleznos$¢ y' od wspétrzednej x pokazuje rysunek 2b. Po scatkowaniu réwnania (6) otrzymuje
si¢ funkcje okresSlajaca ugiecie belki y:

4 6 24 7

EIy(X)=f(X)(I X b x J

ZaleznoS$¢ (krzywa czwartego stopnia) y od wspotrzednej x pokazuje rysunek 2a. To sa takze
podstawowe wiadomosci znane z wytrzymatosci materiatow.

Wr6émy do réwnania (5). Po jego zrézniczkowaniu otrzymuje si¢ funkcje okreslajaca site
tnaca w belce:

Ely"(x)=—f(x)(I - x) ®)
Sita tnagca przedstawiona jest na rysunku 2d
Wreszcie, po zrézniczkowaniu réwnania (8), otrzymuje si¢ funkcje okreSlajaca intensywnos$¢

obcigzenia ciagtego:

Ely""(x) = f(x) 9



Nalezy zauwazyC, ze zapisanie rOwnan (5) — (9) mozliwe bylo takze tylko dzigku temu, ze
obcigzenie belki jest znane, a w szczeg6lnosci, ze jest niezalezne od ugigcia belki y(x).

Uktad, ktéry jest przedmiotem ¢wiczenia, to wirujaca belka przgstowa, pokazana na rys. 3.
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Wobec faktu, ze belka przemieszcza si¢, funkcja y jest funkcja dwéch argumentow: potozenia
przekroju belki x oraz czasu fr. Ponadto, obciazeniem ciaglym jest sita odSrodkowa
bezwladnosSci, ktorej wartoS¢ zalezy od przyspieszenia poszczegllnych przekrojow belki.
Nieznajomos¢ funkcji y(x,f), uniemozliwia zapisanie rOwnania analogicznego do réwnania (5).
Mozliwe jest za to zapisanie rOwnania analogicznego do (9), postaci:

EIy""(x,t) = —? F(x,1) (10)

gdzie:

m — masa belki,

[ — dtugos¢ belki.

Zalezno$¢ intensywnosSci obciazenia od przyspieszenia przekrojow belki uniemozliwia
scatkowanie tego réwnania ,,wprost”. Rozwiazuje si¢ je nastgpujaco:

Po zapisaniu réwnania w postaci

. "n EII
y(x,t)+q2y (x,t) =0, q2=7 (11)

Przewiduje si¢ jego rozwiazanie w postaci funkcji
y(x,t)=Y(x)T(t), T(t)=acosat+bsinat. (12)

Tym samaym zaklada sig, ze drgania sa harmoniczne, lub sa kombinacja liniowa drgan

harmonicznych (gdy jest wiele wartosci o, dla ktérych funkcja (12) spetnia rownanie (11)).
Z (12) wynika

Jx0) = YT (1) = ~a*Y ()T ()

nn nn (13)
Y0 =Y"(x)T()
Po podstawieniu (13) do (11), otrzymuje si¢
Ca?Y(x)+ @Y () =0 (14)

skad, wobec T(t)=0

a’® a’m

Y”"X: 4YX, 4:_:
)=17"Y(X), 71 2 El

Réwnanie (15) jest spetnione przez nastgpujace rozwiagzania szczegolne:

15)



Y, (x) = Acosnx, Y,(x) = Bsinnx, Y;(x) = Ccoshnx, Y,(x) = Dsinhnx (16)

Wobec warunkéw brzegowych
Y(0)=0, Y'(0)=0, Y(I)=0, Y"(I)=0, (17)

Otrzymuje si¢ A=C=D=0 oraz Bsinn/=0.

Stad, wobec oczywistego warunku B0, wynika

sinnl =0 (18)
a stad:
nl=ir, i=123..
2714 2 4 19
774l4=i47r4=a£ :05 ml (19)
q EIl

Z ostatniego rOwnania otrzymuje si¢ wzor okreslajacy wartosSci kolejnych czgstosci kotowych
drgan swobodnych belki przgstowej, poddanej dziataniu odSrodkowej sity bezwladnosci:

22 2
EIl
o= 2=, i=123.. (20)
[ m
Drgania harmoniczne zachodzace z poszczegllnymi czgstoSciami kotowymi, maja postac
funkcji:

y(x,t)=B sin(iT” xj(a cos(a;t)+b sin(ait)) (21)

Przebieg ¢wiczenia:

1. Obliczy¢ trzy pierwsze predkosci krytyczne wirujacego watu, korzystajac ze wzordw:

Lom [ e [E o [EN_
Y\ m Sk m S E m

Wartosci parametréw watu:

m=022kg [=1.0m d=0.006m E =0.2x10" N/m?

2. Dokonac obserwacji postaci gtéwnych drgan odpowiadajacych tym predkosciom.



Sprawozdanie z éwiczenia 4
PredkoSci krytyczne wirujacego walu o masie rozlozonej w sposob ciagly

Warto$ci parametréw watu:

m=022kg [=1.0m d=0.006m E =0.2x10" N/m?

Trzy pierwsze predkosci krytyczne wirujacego watu:




